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AVERTISSEMENT

L’ordre dans lequel les exercices sont proposés dans chaque chapitre correspond
a lordre dans lequel les sujets y sont abordés. Les exercices ne sont donc pas
présentés dans un ordre de difficultés croissantes bien que la plupart des exercices
qui figurent en fin de liste soient annoncés d’un niveau de difficulté élevé.

Les exercices qui présentent un niveau de difficulté particulier comportent
une étoile (%) & la suite du numéro (numéros représentés avec un grisé dans le
livre)
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Chapitre 1

Solutions des exercices du
chapitre 1

Exercice 1.1

Quelques ordres de grandeurs.

(a) Quelle est la masse d’une charge électrique de +1.0 Coulomb faite de
protons ?

(b) Quelle est la masse d’une charge électrique de —1.0 Coulomb faite d’élec-
trons 7

(¢) Quelle est 'intensité de la force de répulsion entre deux charges électriques
de chacune 1.0 Coulomb distantes de 1.0 metre ?

(d) Quelle est I'intensité de la force qui attire un proton et un électron suppo-
sés distants de 0.1 nanometre ? Cette distance est de 'ordre de grandeur
du rayon d’un atome. Quelle accélération cette force confere-t-elle a 1’élec-
tron ?

Charge électrique du proton : 1.60 x 10~°[C]
Masse du proton : 1.67 x 10~27[kg]
Masse de I’électron : 0.911 x 10~3%[kg]

Réponses :

a) 1.04 1078 [kg].

b) 0.57 10711 [kg].

c) 0.90 1019 [N] =~ 920 tonnes.

d) 2.30 1078 [N]. Accélération : 25. [mm/(ps)?].
1. [mm] = 1073 [m] et 1. [ps] = 10712 [s].

Exercice 1.2
On considere la distribution suivante de charges électriques ponctuelles de signes

opposés occupant les sommets d’'un cube de coté 2a. La figure décrit la
situation envisagée.
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FIGURE 1.1 — Distribution de charges électriques ponctuelles. Les sommets
d’un cube de coté 2a sont occupés par des charges ponctuelles de valeurs op-
posées, toutes de mémes valeurs absolues, de telle maniére que deux voisines
selon les arétes sont de valeurs opposées.

Quel est le champ électrique au centre du cube (point C7), au centre des
faces (points C2) et au milieu des arétes (points C3) ?

Indication : Quand cela est possible faire appel & des arguments de symé-
trie.

Réponses :

Par rapport au systéeme de coordonnées cartésiennes dont l'origine occupe le
centre C7 du cube et qui est orienté de telle maniere que le point de ccoordon-
nées (a, a, a) est occupé par une charge électrique +@Q on a :

1. Le champ électrique en C vaut E(0,0,0) =0
2. Le champ électrique en Cy vaut E(a,0,0) =0

3. Le champ électrique en C3 vaut :

Q 2 . 2 28 Q -17
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€3
Exercice 1.3
On considere de nouveau la distribution de charges électriques ponctuelles de

P’exercice 1.2.

a) Quelle énergie W(T") faut-il fournir pour transporter une charge électrique
ponctuelle Qg de I'infini au centre du cube ?

b) Montrer que le potentiel ®(x) est une fonction impaire par rapport au
centre du cube. Cette derniére position, au centre du cube, est-elle une
position stable pour la charge Qg ?



c¢) Evaluer le potentiel ®(x) au voisinage du centre du cube par un dévelop-
pement en série de puissances des composantes z!, 22 et z3 jusqu’a et y
compris 'ordre 3.

Réponses :

a) W(T') =0 ou I" désigne un chemin de l'infini & 'origine des coordonnées.

b) ®(—x) = —®(x) ,Va. La position & = (0, 0, 0) est une position instable
pour la charge Qg

c)

Q 30 2! a2?2?

o(x) ~ dreo (V3)T  al

+O(||=||?) lorsque ||| < a

Exercice 1.4
Soit une charge électrique ponctuelle @ située en xy. Peut-on a 'aide d’une
seconde charge électrique ponctuelle Q* située en x; produire un potentiel élec-

trique total ®(x) tel que

®(x) =0. surlasphere ||| =R >0.

Réponse :

Oui si et seulement si :

R . R
=g Pt =g

Le potentiel qui satisfait a la condition requise s’écrit donc,

P(x) = 1(| @ + @ )

dmeg \le — oz — gl

Exercice 1.5

Soit le champ de vecteurs V() dont les composantes par rapport & un repere
orthonormé s’écrivent

{L‘2 1

L
Vi(z) (z1)2 + (22)2

Evaluer I'intégrale de chemin

Ip:/FV(a:)~ dx

1

pour tout chemin fermé I" qui ne coupe pas 'axe z! = 22 = 0. Commenter votre

résultat.
Solution :
Soit [a, b] > t — x(t) € R? le chemin T'. Alors
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Ir

/V(m) dx
r
/;( B fQ(t) dxt(t) :251(15) dz?(t) ) it

@R+ @02 & @02+ @02 d@

b 2 2
1 d rx*(t) x4(t)
= (=22 dt = arct
/a 1+ (22(t)/21(1))2 dt (a:l(t)> arctatt (xl(t))
Posons z2(t)/x!(t) = tan §(t). Ainsi, si le chemin I" est fermé, autrement dit
si ¢(a) = x(b) alors
Ir =n 2w

ou n est le nombre de tours effectués dans le sens positif par le chemin I' autour
de 'axe 1 = 22 = 0. Les tours effectués dans le sens négatif sont comptés
négativement.

Exercice 1.6

Soit la fonction

3

V()2 +(22)? + (2% — a)?

Calculer la valeur de 'intégrale de surface

f(®) =

Js :/Sf(w) do(x)

ou la surface S est la sphere de rayon R centrée a l'origine. Discuter le ré-
sultat.

Solution :

En coordonnées sphériques :

T 2 .
Jg = /32 sinf df [ do R cosf
0 0 VR2+a?2—2a R cosl
+1 u
= 27TR3/ du
1 VR2+a>—-2a Ru
_ +1
— 27rR(ReraanaRu) VR2+a2-2aRu
3 a? 1

ou nous avons procédé au changement de variable d’intégration de # en u = cos 6.
Finalement,

3 .
J 473:“ % sia <R
s = .
7% sia> R
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Exercice 1.7

Soit le champ de vecteurs D(x) dont les composantes par rapport & un repére
orthonormé s’écrivent

_ Q ) —a 5%
A (@) + (22)2 + (2 — a)2)3

Evaluer l'intégrale de flux

)

Fg = / D(x) - do(x)
s
pour la surface constituée par le paraboloide de révolution tronqué S d’équation

1)2 22
T + (z N i
2 =a % limité par la condition : 3 < a >0
To
L’orientation polaire de cette partie de surface est a votre convenance. La
figure [T.2] décrit la situation envisagée.

x3

Paraboloide
de révolution

FIGURE 1.2 — Paraboloide de révolution tronqué.

Solution :

En coordonnées cylindriques (r, ¢, z) ’équation du paraboloide s’écrit

zl=r cosgp, x*=rsing et 2=z

et les composantes cartésiennes de I’élément de surface do(x) orienté de maniére

polaire vers 1"extérieur” du paraboide s’écrivent

da(m):<2% cos @ , 2% sin g , 71> r deo dr
0 0

et l'intégrale de flux prend la forme



Fs = /SD(w)'d"(f”)
g ™ Qa (r/ro)? +1
- /0 7ndr/o @ (\/T2+a2(((;/7’0)2_1)2)3

Apres intégration par rapport & la variable angulaire ¢ puis changement de
la variable d’intégration de r en

70 r/To N du 1 14 (r/ro)?

T a 1—(r/r)? N ar T (1- (r/r0)2)2

il vient

= :c~a;c—9 +OCUL
s = [V do@ =5 [ T
Q -1 p=_Q

2 u2—|—1’0 2

Exercice 1.8

Soient deux dipoéles électriques p; et p, situés en x; et xs respectivement.
Déterminer les forces qui s’exercent entre ces deux dipoles électriques par 'in-
termédiaire du champ électrique qu’ils créent. Vérifier que la loi de l'action et
de la réaction est satisfaite et discuter le résultat en fonction de 'orientation de
ces dipdles électriques. Notamment vérifier que lorsque :

1. Les moments dipolaires électriques sont orthogonaux au vecteur de posi-
tion relative @y — @1 alors ces forces sont respectivement attractives ou
répulsives selon que les orientations de ces dipoOles sont opposées ou paral-
leles entre elles.

2. Les moments dipolaires électriques sont paralleles ou opposés au vecteur
de position relative xs — @1 alors ces forces sont respectivement répulsives
ou attractives selon que les orientations de ces dipOles sont opposées ou
paralleles entre elles.

Solution :

Constater d’abord que le champ électrique produit au point xo par le dipole
électrique p; s’écrit :
1 3(p-m)n—p N T2 — T

E xr = ou n— —
@)= e ™ ez —milP [oz — 1]

En déduire que 'énergie de liaison des dipdles électriques p; et p, a pour
expression :



1 p;-py—3(p;-n) (py-n)

Eqp =
47 €0 H(BQ - 171”3

Il résulte de 'expression du champ élecrique dit au dipole électrique p; que
la force subie par le dipole py s’écrit :

3 (pr-pa—5(-m) (py-n)) n+(p,-n)py+ (py-n) py

F =
P 4m g9 @2 — 2 [*
_ 3 (PP —=3(Pin) (Pr-m)) nt(pim)py +(pym) Pi
4 o ||2132 —1131”4

Dans cette expression le symbole pi désigne la composante du moment
dipdlaire électrique p; qui orthogonale au vecteur de position relative des deux
dipoles. On notera finalement que

Fi, ,2+Fy,_,,=0
Finalement, dans la situation 1) on a

3 (pi-py)m 1 pp,

F ou encore Ejg =
o2 A g || — 21 ||* 1 eneor BT dr g oo — x|P

et dans la situation 2)

3 —2p;- n 1 —20p, -
F,_.,o, = ( P1 p2) ou encore Fjp = b1 P>
47 €0 H:Bg — .’131”4 47 €0 H:L‘g — .’B1||3

Exercice 1.9

Soient deux charges électriques ponctuelles de valeurs opposées situées en x =
(0, 0, a) pour la charge Q et en « = (0, 0, —a) pour la charge —Q. La co-
ordonnée a est supposée positive. Calculer le flux F du champ de déplacement
électrique D(x) au travers du plan médiateur 23 = 0 relatif aux positions de ces
deux charges. L’orientation polaire de la surface que constitue ce plan médiateur
est laissée a choix.

Solution :

Notons p = z! e; + 22 e; et a = a e3. L’expression du champ de déplacement
électrique dans le plan 2% = 0 s’écrit

Q p+a p—a
Dip) = - )
Q lotal  To—al?
Q 2 a
47T /p2+a23

ol on a posé p = ||p||. Finalement



e

0
Exercice 1.10

A partir de 'expression (1.59) de I’énergie d’un dipdle électrique rigide p situé au
point & mis en présence d’un champ électrique extérieur E(x) montrer qu’un tel
dipoOle subit un moment de force M de valeur M = pAE(x). Ensuite considérer,
comme dans l'exercice 1.8., un systéme formé de deux dipdles électriques et
montrer que le moment total des forces

M:CCl /\Fg N 1—|—$]32/\F1 N 2—|—p1/\E(.’B1)—|—p2/\E($2)
que subit ce systeme est nul.
Solution :
Il suffit, dans ’expression de ./\;l, d’inclure les expressions des forces F'1 _, o

et F'y _, 1 établies dans l'exercice 1.8. pour parvenir au résultat souhaité apres
développement.



Chapitre 2

Solutions des exercices du
chapitre 2

Exercice 2.1

Déterminer le potentiel électrique et le champ électrique de la distribution de
charge électrique donnée par la densité

Qa’
= exp (—a , a>0
a(y) = 5 — exp(-ay)
ot y = ||y||. Quelle est I’énergie électrostatique de cette distribution de charge

électrique 7 Discuter le cas limite a — 4o00.
Solution :

La marche a suivre est similaire a celle adoptée a la sous-section Le
potentiel électrostatique est donné par l'intégrale

1 3 +oo ™ 27 _
B(z) = Qa / 2 dy/ sind do [ do exp(=a y)
dmeg 81 Jy 0 0 \/x2—|—y2—2xy cos

Les intégrations relatives aux variables angulaires ¢ et 6 étant effectuées, il
vient

1 QCLS +o0
P = d ey — _
() e 406/0 ydy (lz+yl—|z—y|) exp(—ay)
1 Qa3 xT ) —+o0
- d - d -
47r5()2x[/()y yexp(ay)ﬂ/x y dy exp(—ay)



Or,

* 2 1+az)?2+1
/ 92 dy exp(—ay) = =3 = % exp (—a z)
0 a a
et
+oo
1+ax
/ ydy exp(-ay) = —5— exp(-ax)

Par conséquent

1 Q[1_2+a:ﬁ

P = =
() A1 gg x 2

exp (—a x)]

Quant au champ électrique, il est radial. Il est donné par ’expression

z 0% (x) Q w[17(1+ax)2+1
x Or  Amwegad

E(x)=— = 5 exp (—a x)]

Le champ électrique peut également étre déterminé a 1’aide de la loi de Gauss

si 'on anticipe la symétrie sphérique de ce dernier champ. En effet, selon la loi
de Gauss, la composante radiale de ce champ est alors donnée par I’expression

1 1
E,(z) = 7/0 dm y? dy q(y) =

go 4m 22

S|

1 3.1 v
1e / y* dy exp(—ay)
0

e 8w 2

Quant a I’énergie électrostatique W de la distribution de charge électrique,
vu l'expression (2.14), elle s’écrit

1

W o= - | dV(z) q(z) o(x)
2 Jas
1 [t 9 Q a® 1 Q 2+ ax
= 5/0 4 z* dx 5 OXP (—ax) yr— E[lf 5 eXP (fa:r)}
2 .3 +o0
2
= féﬂ_ago /0 z dx (exp (—azx) — —;ax exp (—2aw))

_ Q? a® (%7 1 1)7Q2a5

167 o 4a2 8a2) 4mwey 32

Lorsque a — oo I’énergie électrostatique devient infinie.
Exercice 2.2

Déterminer le potentiel électrique et le champ électrique de la distribution de
charge électrique donnée par la densité :

| qo cos(ky) si y <R
Q(y)_{ 0 si y >R

10



ovy=|yl, k=nwr/Ravec R>0etn = 1, 2, 3,.... Considérer la situation
limite ot » — oo.

Solution :
La marche a suivre est similaire a celle adoptée a la sous-section Le po-

tentiel électrostatique de la distribution de charge électrique est donné par I'in-
tégrale,

R T 27
k
o(z) = D / % dy/ sinede/ do cos (k )
4dm gy Jo 0 0 \/z2+y2—2xy cos

Les intégrations relatives aux variables angulaires ¢ et 6 étant effectuées et
si x < R il vient,

2 R
o) = = [y (Jeryl—le—yl) cos(kby)
qo 4w

47 Eo T

= [/Omyzdy cos (ky) +x /nydy COS(ky)}

Par contre, lorsque R < x alors,

q0 471' R 2
O(x) = il
@ = 2T [ ay costhy
Or,
g 21722 1 T
2 A A P z
/0 y- dy cos(ky) = k[( 5 k2>sm(k x)—i—kcos(k‘ ac)}
et
r 1
/ ydy cos(ky) = ﬁ{cos(k R) —cos(k z) — k x sin (k x)}

Par ailleurs, la charge électrique totale du systeme est donnée par I'intégrale,

R
Q= dV(x) q(x) = / 4 y* dy qo cos (k y) = 87722 i cos (k R)
R3 0
Finalement, lorsque = < R,
o 1 sin (k )
[} == — ) R S
(x) s [ cos (k R) + cos (k x) g }

et lorsque R < z,

by
&
I
8=



Quant au champ électrique, il est radial. Lorsque « < R, il s’écrit

_ qo [ sin(kx) (k x)cos (k x) —sin (k x)
B £ kx 2 (k )3 } v

ox 47 gg a3

Pour énergie électrostatique W, vu l'expression (2.14), il vient

1

w1 W@ @) o
2 Jos
I 1 in (k
= 5/0 4 22 dx qo cos (k x) z—z e [cos(kR)—l—cos(kx)—?Sln];T@
2m q3 /kR 9 sinu
-2
0k ), u” du cosu [ cos (k R) + cosu " }

La derniere égalité procede du changement de variable d’intégration de x en
u = k x. Finalement, toutes intégrations effectuées,

2 2
W = 7qu[cos(kR)((qﬂ—l) sinu+2u cosu )
Eok
w3\ 3u , ud 3w kR
+ (?_Z) smucosu+7 (cosu) —|—€—T} ‘0
2w q) [ 6(kR)* -7 TkR (kR)® +3 kR
= 2 ks[ 2 sm(2kR)+Tcos(2kR)+f}

Finalement, puisque £ R = nr il vient,

o2 (nm)®  1lnmy Q* 17 (nm)? | 11
W= 50k5[ 3 Ty }_47rs03{ 24 +32]

Lorsque n — oo le potentiel ®(x), le champ électrique E(x) et 1’énergie
totale W tendent vers zéro.

Exercice 2.3

Déterminer le potentiel électrostatique et le champ électrique sur I'axe z® pour
la distribution superficielle de charge électrique dans le plan 23 = 0 donnée par :

wa) =4 ¥ siz? >0 et (x1)? + (22)?) <R
"1 0 autrement

12



Discuter les propriétés du champ électrique dans le plan 22 = 0 et en parti-
culier a l'origine.

Ensuite traiter le méme probléeme pour la distribution superficielle de charge
électrique qui suit

w(z) = wa?/R si 22>0 et (x1)? 4+ (22)?) <R
10 autrement

Quelles sont les différences qualitatives entre ces deux situations ? Quelle est
la nature des singularités en 23 = 07

Solution :
On se place en coordonnées cylindriques (r, ¢, z). Pour la distribution de charge

électrique de densité superficielle w constante, la valeur du potentiel électrosta-
tique sur I'axe Oz est donnée par l'intégrale,

8(0,0,2) = — /Rdr/ﬂrdqﬁw w/Rdrr
Y o dreo Sy 0 V2212 deo )y V22 +r?
Y = [N £y
0 0

et le champ électrique sur le méme axe a pour expression,

E1(0,0,2) = S *rcow =0
477 €0 V22 4+ r2)3
R
—rsin ¢ —w 2r
E = = s
2(0.0.2) 47T €0 / dr/ ' d¢ V22 +7r2)3 dmeg /0 rdr (V22 +1r2)3

E5(0,0,z) = i /dr/rdqﬁz—w/errZ
3\Y, Yy 41 o Jo 0 (/2;2—|—7"2)3 de9 Jo (/22+T2)3

Finalement l'intégration radiale étant effectuée.

Ei(0,0,2) = 0
—w R
E5(0, 0, = — h ——
2( z) o oo (argsm <| |> 22—|—R2>
w z z
B3(0,0,2) = — (2 - 2
3( s Yy Z) 450 (|Z| /72’2+R2)

Pour la densité superficielle en wx?/R = wr sin¢/R le potentiel électrosta-
tique sur l'axe Ox> s’écrit

wr wrsing/R w2 R 2
$(0, 0 = d —= dr ——
(0,0, 2) 47760/ T/ VZ2Z+r2 4R/, 7ﬂ\/;:2+r2

= ( \/m z argsmh (—)) ‘OR

4€0R ‘
2

- Y (\/z2+R2——argsmh(‘ |>)

460 R

13



et le champ électrique correspondant sur le méme axe a pour expression,

7“ sm¢ —7rcos ¢
FE1(0, 0, = dr
1( z) A 50/ / (V22 +12)3

r smd) —rsin¢
E>(0, 0, 2) = dr
(0.0.9) = g / / (VZ+ )

2
dr ————
4 €0 2 R nar (V22 +12)3
r smqﬁ z
B30, 0, 2) = - Eo/ dr/ (V2 +12)

z
= dr ——
47T€02R/ rar \/22—’—7‘)

Finalement l'intégration radiale étant effectuée,

Ei(0,0,2) = 0

009 - e FEA e ()
- o Tl 2 (VAT -1 )]

Es(0, 0, z) = 47350 2;"%2 {\/’%+argsmh(| ‘)}

Pour ce qui concerne le comportement du champ électrique au voisinage de
Porigine (0, 0, 0) on parvient aux résultats suivants :

Dans le premier cas évoqué ci-dessus :
E5(0,0, 2) est impaire et présente un saut w/2eg en z = 0.
E5(0,0, z) est paire et diverge logarithmiquement en z = 0.
Dans le second cas :
E5(0,0, 2) est impaire et continue en z = 0.
E5(0,0, z) est paire et continue en z = 0 et passe par la valeur —w/(8 €9 R).
Exercice 2.4
Déterminer les moments dipolaires et quadripolaires électriques de la distribu-

tion de charges électriques ponctuelles décrite par la figure
Interpréter les résultats.

14
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FIGURE 2.1 — Distribution de charges électriques ponctuelles. Les sommets
d’un cube de coté 2a sont occupés par des charges ponctuelles de valeurs op-
posées, toutes de mémes valeurs absolues, de telle maniére que deux voisines
selon les arétes sont de valeurs opposées.

Solution :

Le centre du cube tient lieu d’origine du systéme de coordonnées et les axes
correspondants sont paralleles aux cotés du cube de telle facon que le point de
coordonnées (4a, +a, +a)) est occupé par une charge électrique de valeur Q.
Par conséquent, selon (2.34)

p = Q (+a, +a, +a) — Q (—a, —a, —a)
Q (—a, —a, +a) — Q (+a, +a, —a)
Q (—a, +a, —a) — Q (+a, —a, +a)
Q ( ) —Q ( ) =

+ +

—a, +a, +a) = (0, 0, 0)
Par conséquent le moment dipolaire électrique p est nul.

Pour les composantes du moment quadripolaire électrique

Q2 = QGQ—QGQ
+ Q(-a)’-Q (-a)?
+ Q(-a®)-Q (-a?

a”)
+ Q(=a*)-Q (-a®) =0

Similairement, par raison de symétrie Q23 = Q31 = 0.

Qu = Q@B (+a)?-3d*)-Q (3 (-a)’-30a?
+ QB (-a)’-3d")-Q (B (+a)*-3a%
+ Q3 (+a)*-3a*) -Q (3 (—a)* -3 ad?
+ QB (-a)*-3ad*)-Q (3 (+a)*-3d*) =0

15



Similairement, par raison de symétrie Q22 = Q33 = 0.

Toutes les composantes du moment quadripolaire électrique sont nulles.
Exercice 2.5
On considere un segment de droite uniformément chargé de longueur 2 a et de
charge életrique totale ). Dans ces conditions la densité de charge électrique est
donnée par le rapport Q/2a. Ce segment de droite occupe lintervalle [—a, +a]
de I'axe Ox3. On demande de calculer le potentiel électrostatique produit par
cette distribution de charge électrique. En déduire les composantes du moment
dipolaire électrique et quadripolaire électrique par rapport & l'origine a partir
du comportement asymptotique du potentiel électrostatique.

Solution :

On commenge par introduire la distance radiale,

p= V@ + @

Lorsque p # 0, ’'expression du potentiel électrostatique associé au segment
de droite uniformément chargé est donné par ’expression,

1 ?Q ds

o = = —
(@) dmeg J_4 2a ||z — ses]|)
B 1 “Q ds
 dmeg J_42a 02 4 (23 — )2
Q 1 ST 3 |a
= — argsin
41 g 2a & s=—a
Finalement
1 _ .3 3
O(x) = @ 1 [argsmh(a v >+argsinh<a+x )}
41 g9 2a p

Par contre, lorsque p = 0, ce potentiel adopte le comportement donné par
Pexpression,

Q 1 |23 4+ a
O(z) = | (7
(@) 4 ey 2a . 23] — a

) ., si|2?] > a.

Autrement, c’est-a-dire lorsque p = 0 et |23| < a le potentiel électrostatique
®(x) diverge. A grande distance, c’est dire & une distance trés supérieure a
la longueur du segment chargé, le potentiel créé peut étre approché a l'aide
des premiers termes du développement du potentiel en puissances de la demi-
longueur a. Les premiers termes de ce développement s’écrivent,

16



o Q 1 a® p®—2 (2°)? 4
‘b(m)—m m_QW_FO(a)}'

Par conséquent, pour le segment uniformément chargé, le moment dipolaire
électrique pr , k = 1, 2, 3 par rapport au point central du segment est nul.
Quant aux composantes du moment quadripolaire électrique elles prennent les
valeurs,

1 2
Q11=Q22=—§Qa2 ) Q33=§Qa2 et Qu2=Q2m3=0Q31 =0

Exercice 2.6

1

Etudier le champ grad F(z) lorsque F(z) = o' 22 23. Déterminer les lignes de

champ correspondantes.

Solution :

grad F(x) = (x2z3, zta3, x1z2)

Soit (s), s € R 'expression paramétrique d’une ligne de champ. Par consé-
quent

grad F(x(s)) A daczlis) =0
autrement dit

da?(s) dz'(s)
z2(s) 2°3(s) s 23(s) ' (s) Is =0

dat(s) dad(s)
zt(s) 2%(s) s z%(s) 23(s) Is =0

da3(s) da?(s)
z3(s) z'(s) s xt(s) 22(s) Is =0

1 drl(s) o dr?(s) _ dz3(s)
() = =at(s) — = =27(s) —

Dans ces conditions, pour autant que les fonctions z'(s), z2(s) et 23(s) ne
sont pas identiquement nulle

2®(s)? = a'(5)? = (20)” + (23)* et 2%(5)? = 2'(5)* — (20)* + (2)?

Ce n’est pas une courbe plane dans le cas général.

17



Exercice 2.7

Vérification du théoréme du rotationnel (2.49) dans le cas particulier ot le champ
de vecteurs V' (x) est de la forme

Solution :

Il est commode d’utliser les coordonnées cylindriques

zl=pcos¢p, x2=psing, 3=z

Dans ces conditions, il suit de la définition (2.47) que

rot V(z) (o, 0, n ( (@)=t — (22)"! ) )

= (0.0 " ((cos )"t~ (sing)" " ) )

Au point & € S de coordonnées cylindriques ( p, ¢, z=p?/a ), les compo-
santes de I’élément de surface associé a la surface S sont

. V4 p?+a?
dé(x) = prdpdqﬁ

cos ¢ ,

2p . a
——— sing, ———— )
V4p? +a? VA4p? +a?

sing, 1 ) p dp do

(-
4p? + a?
)

= (—chosgb, _2p
a

a

Par conséquent

2m

/SrBt V(x)-do(x) = /Oap dp ; donp" " ((cosg)" ' —(sing)" ') =0
Par ailleurs, sur le bord 95,
V(x) = (a”(sin¢)n , a"(cosqﬁ)n . a® )
et
dx = ( —sing, coso, O) a do
d’ou

18



27
V(x)- de = / a™ ! (= (sing)" T + (cos ¢)" ') a dp =0
oS 0

Exercice 2.8

Trouver un champ de vecteur A(x) dont le rotationnel est un champ uniforme
B(x) =By, YV«

rot Al®)=By , V=

Solution :

A Taide de la formule (2.73) vérifier que

T;)t (_éo/\m):.éo dl’U(.’I))*(B()V) $:3§07§6 ej:QBO
Par conséquent
y 1 -
rot (A(zc)—iBo/\m) =0

et vu le résultat (2.67) nous pouvons en conclure que la forme la plus générale
du champ de vecteurs A(x) s’écrit

1 .
Az) = 3 By Ax+ grad F(x)
ou F' désigne une fonction dérivable arbitraire.
Exercice 2.9

Vérification du théoreme de la divergence (2.57) dans le cas particulier dans
lequel le champ de vecteurs V(x) est de la forme

Vi) + Vi@)=@")", Viz)=(@")", Vie)=(@")"

et lorsque la surface I' est le bord de la boule fermée de rayon R centrée a I'ori-
gine.

Solution :

Il convient ici d’utiliser les coordonnées sphériques

zl =7 sin@ cos¢p, 2>=r sinf sing, z3=1r cosb
Dans ces conditions

div V(z) =n (2®)"' =nr" (cos§)" !

et par conséquent

19



/dw V(x) dV(x / r dr/ sin @ df dqzﬁnr ! (cos )t

_ 2mn R+2 / 5in @ df (cos0)"! R 2 477 si n impair
n42 0 n+2 | 0 sin pair

Par ailleurs au point & € S de coordonnées sphériques (R, 6, ¢), 'élément
de surface sur le bord de la boule de rayon R s’écrit

do(x) = R* siné db do ( sinf cos¢ , sinf sing , cos@)
Quant aux composantes du champ de vecteurs V() au méme point elles
ont pour expressions
V(x)=R" ((sinf sing)" , (sinf cosg)™, (cos6)" )

et par conséquent

/ R sinf df R do
81"

x R" [ (sin@)" ! ( (sin )™ cos¢ + (cos o) sing ) + (cos )"t

- o Rn+2 / sin@ do (COSH)TH_l — 27 Rn+2 { 2/(n+2) S} n 1mpa1r
0 0 si n pair

Exercice 2.10

Quelles sont les propriétés du champ des vitesses de 1’écoulement d’un fluide
incompressible ?

Solution :

Un fluide satisfait 1’équation de continuité (de conservation de la masse)

x,t
div J(x,t) + p(&; ) =0 ou J(xt)=p(x,t) v(z,t)
dans laquelle le symbole p(x, t) désigne la densité de masse du fluide au point x
a I'instant ¢. Lorsque le fluide est incompressible cette densité est constante dans
lespace et au cours du temps. Autrement dit p(x,t) = py et par conséquent il
découle de I'équation de continuité qui précede que

div (po v(x,t)) =0 Cclest-a-dire que div v(x,t) =0

Exercice 2.11

Vérifier 'exactitude des relations (2.60) & (2.63)
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Solution :

D’apres (2.47) puis (2.39)

rot grad F(z) = Z e; e —

D’apres (2.56) puis (2.47)

3 3 3
8A ) HAk (x)
ijk k( ijk
div rot Az E gk: = E i 0T 0

i=1 j, k=1 i, J, k=1
D’apres (2.47)
ST ; Ay ()
ot 76 - o cigk 7
rot rot A(z) = Z ei e’ o Z Z 8xm
i,7,k=1 =1 m,n=1

- Y Y el m oo

i,j=1m,n=1

8 2. 0%A,(x)
- i;l 4 xm Z z;l “ g j;I ax] O™

= grad div Az )—AA( )

La seconde égalité découle du fait que

3 3 1 sii#j,m=ietn=j
SN gt =8 1 siitj,n=ietm=j
k=1 =1

0 autrement

autrement dit du fait que

3 3

ijk bmmn __ _im _jn in . jm
> N g e =g"g" 9" ¢
k=1 /=1

et la derniere suit des définitions (2.39), (2.56), (2.64) et (2.65).
Finalement, d’apres (2.56) puis (2.39)

3 3
. 0 0?F(x)
div grad F(x) = Z Ik Z g 8x3 Z R

k=1 j=1 k=1

Exercice 2.12

Etablir les relations (2.70) & (2.75)
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Solution :

Allegement de Iécriture par omission de la variable .

Partant du membre de gauche de (2.70) et compte tenu de la définiton (2.39)

il vient,

grad (FQG)

(‘9FG

> : oG
igzzlei ;lel (—G F@)
(grad F) G+ F (grad G)

Partant du membre de gauche de (2.71) et compte tenu de la définiton (2.39)

il vient,
grad (A - B) Z e; g v Z gre AF BY
1,j=1 6 k=1
A . DA OB
= X Yed" " (G Bt Ay )
i,7=1 k=1
A . 0Ar DA 0B, OB,
= X Yeadd ((Go gt ) B (5~ 5f) )
i,7=1 k=1
3 3
+ Z Zezgwgké(igBH_ k%)
i,j=1 k=1
3 3 3
= Z e; g¥ Z ((rOtA)mEmjk; Bk 4+ A* (rotB) &‘m]g)
i,j=1 k=1 m=1
> A OB
+ k;_f”(akm A 5 )
= AA(rot B)—(rot ANB+(A-V)B+(B-V) A

Partant du membre de gauche de (2.72) et compte tenu de la définiton (2.47)

il vient,

rot (F A)

= Ze g FAk)
1,5,k
= FZei ik aAk Z Ak
i3,k ik

FrBtA+(gradF)AA

Partant du membre de gauche de (2.73) et compte tenu de la définiton (2.47)

il vient,
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rot (A A B)

3 o 3
Z €; ¢ ijk 87 Z Ektm Ae B™
3 3 e )
Z Z (062, — 0L, 5J)@(A‘f3m)
i, j=1fm=
(- wm)

00 Bt oAV om "o

A (div B)— (div A) B—(A-V)B+(B-V) A

i(aA B OB, 0B 04 )

Partant du membre de gauche de (2.74) et compte tenu de la définiton (2.56)

il vient,

div (F

A)

Il
ii Moa

%+ oF
— Oa' < 0!
= F div A—|—(gradF)-A

A’L

[
S

Partant du membre de gauche de (2.75) et compte tenu de la définiton (2.56)

il vient,

div(A N B)

Exercice 2.13

i,7,k=1 2

2k (04 OB
zjk—lgjk(axg B AjW)
s 0A; 5 > . OBy
Zl ( Zf K 833‘) B’“ZlAJ( kzl " ax’)
=1 Vi iz Py

Quelle est la forme générale d’un champ de vecteurs V () irrotationnel a flux

conservatif ?

Solution :

Par hypothese
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rot V(r)=0 et divV(x)=0

De la premiére condition il résulte que le champ de vecteurs V(x) dérive
d’un gradient en vertu du résultat (2.67)). Autrement dit, il existe une fonction
F telle que

V(x) = grad F(x)

et par conséquent il suit de la seconde condition que

divV(x) = A F(x) =0

Tout champ de vecteurs irrotationnel a flux conservatif est le gradient d’une
fonction dont le laplacien est identiquement nul.

Exercice 2.14

On considére une sphere de rayon R chargée uniformément, de charge électrique
superficielle totale Q). Calculer I’énergie électrostatique totale de cette configu-
ration de trois manieres différentes.

1. A partir de la densité d’énergie u.(x, D(x)).
2. A partir de I'énergie de liaison des éléments de charge électrique w(x) do(x).

3. A partir des forces qui s’exercent sur la sphere, autrement dit en évaluant
le travail qu'il faut fournir pour constituer une sphere de rayon R a partir
d’une sphere de rayon infini.

Solution :

1.
1 1/ Q \2
D = _—D(x)*= —
w(DE) = 52 P@” = 5 ()
+o0 2
Q \?_ @ 1
w A% D = A r? dr — —
3 (z) ue(D(=)) /R o TQEO (47rr2) 8reg R
2.
W = /da /d )
87r€o Iﬂc*yll
2w
= / R? smede/ d¢/ R? sm9d¢9/ do
8 €0 Jo 0
(=) 1
Am R? \/2R2—2R2(sinesin9cos(¢—qb)—l—cos@cosH)
3.
Q 1 Q 21 Q@ Q1
Er( 41 g9 12 donc fr_i 42 ET(T)_§ 41r2 A eg 12



R
W:%/dr47ﬂ“2Q @ 1

4Amr2 Am gq r2

Q? /Rdr_ Q* 1

8 €0

r2  8mey R

Exercice 2.15%

On considere une plaque métallique plane et infinie et une grille également plane
et infinie parallele & la plaque précédente et située a une distance a. On impose
entre ces deux conducteurs une différence de potentiel ®(a) — ®(0) = U.

a

Flux incident j

délectrons —> 1
de vitesse v, > 1
1 !

— »0p a

 —

Grille ! Plaque

métallique Fil conducteur métallique
1]t
F——U—>

FIGURE 2.2 — Un faisceau d’électrons de densité de courant jo est formé
d’électrons animés d’une vitesse initial vg. Ces électrons franchissent une grille
métallique séparée d’une plaque métallique (anode) par une distance a. Une
tension U est appliquée entre la grille et la plaque conductrice.

Un courant d’électrons (masse m charge e) traverse la grille selon I'axe x'

avec une densité de courant j, donnée et une vitesse vy au point ! = 0 donnée.
En dehors de la région € [0, a] on supposera que le milieu est électriquement
neutre.

1. Exprimer la densité de charge électrique g(«) en fonction du potentiel
®(x). En déduire une équation différentielle du 2éme ordre pour le po-
tentiel ®(x) puis, par intégration, une équation ler ordre. Déterminer les
solutions de cette derniere équation.

2. Déterminer les équations imposées par les conditions aux limites que doivent
satisfaire les constantes d’intégration. La résolution de ces équations est
particulierement laborieuse. Aussi demande-t-on de choisir une situation
a la fois physiquement intéressante dans laquelle ces équations sont a la
fois aisées a résoudre. Discuter le contenu physique du résultat.

3. Les électrons atteignent-ils toujours la plaque métallique? Sinon pour
quelle distance a 'atteignent-ils ?
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Solution :

La somme de I’énergie cinétique et de 1’énergie potentiel de chaque életron est
conservée de méme que la densité de courant électrique. En d’autres termes

MU e a@) =0 (1) et qle) ol@) =0 (2)

Par ailleurs on dispose de I’équation de Poisson (unidimensionnelle)

@) q(@) 3)

dx? €0

qui lie la densité de charge g(x) et le potentiel ®(x). Posons

2 .
mu
0 et go="°
2e Vo

11 suit de I’équation (1) puis de 'équation (2) que

Dy =

oqlz) 1
puis =
Vo Do qo 1_ 2@
o

Compte tenu de la derniere de ces relations, ’équation de Poisson prend
maintenant la forme,

Il est aisé de constater que cette derniere équation différentielle du second
ordre dérive de ’équation différentielle du premier ordre

(d@(x)>2:4qO‘I’0( G0 A) (5)

dx €0 @0 B

Dans cette équation le symbole A désigne une constante d’intégration dont
la valeur est a déterminer.

Les premiéres conséquences des équations (4) et (5) sont les suivantes.
De Iéquation (4) il découle que d?®(z)/dz? > 0 puisque la densité de charge
qo est négative. Par conséquent la dérivée d®(x)/dx est une fonction croissante
dans U'intervalle [0, a]. En outre, il découle de cette équation que

Enfin, de 1’équation (5), il découle de plus que

®(x)
0

> A

puisque go®o > 0. Pour intégrer 1’équation différentielle (5) il est commode
d’introduire la fonction u(z) telle que

d(x) 2

0

=1 (A+u@?)® (6
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Par conséquent,

d®(x) 5 du(z)
=—4 dy(A
- o(A+u(@?) u(e) (@)
Apres remplacement et réduction I’équation’équation (5) prend alors la forme
du(x)\? 4o
A 2)? =
( +u(x) ) ( dx ) 4 g9 P ®)

Cette équation différentielle est aisée a intégrer. Au signe prés, le signe étant
indifférent, par choix nous avons

u(z)® . _ 40
A ulz) + 3 =kax+C, ou k= 12, & 9)

Le symbole C' désigne une constante d’intégration. Les conditions aux limites
en x = 0 et x = a implique

®a)=U = wula) = + ,/1—5714 ou il faut que U > &g
\/ 0

Par conséquent, les constantes d’intégration A et C' sont déterminées par les

équations

c = —1+32A\/1—A (10)

et

1+2 A U
= 1-—-A 11
ka+C 3 \/ By (11)

Dégageons la forme du champ électrique et celle de la densité de charge
électrique. Vu I’équation (7) et (8)

Donc le champ électrique E(z) est proportionnel a la fonction u(x). Ensuite

dax? V d4e0 dx o A+ u(x)?

et par conséquent, vu l’équation (3), la densité de charge électrique est donnée

par I'expression




Particularisons la situation a une situation aisément traitable sur le plan
formel et toutefois intéressante quant aux aspects physiques. Commencons par
une remarque préalable. Supposons que la fonction u(z) s’annule en z avec
0 < zg < a. Par conséquent le champ électrique s’annule en xy. Une charge
électronique d’espace est centrée en xg et crée un champ électrique qui freine les
électrons incidents. Si cette charge d’espace augmente les électrons n’atteignent
plus la plaque (’anode).

Au lieu de déterminer les constantes d’intégration A et C en fonction de
la tension U & Paide des équations (10) et (11) imposons la valeur A = 0 &
la constante d’intégration A puis déterminons la tension U correspondante. De
I’équation (10) puis de I’équation (11) il découle alors que

C:—% puis U:<I>0[1—(3I<:a—1)4]

Dans ces conditions zp = 1/(3k) et xo < a implique que ka > 1/3. Par
conséquent &g < U. Finalement

a— X

Uz@o{l—( )4} ou 0<zg<a

Zo
Exercice 2.16

On considere une sphere conductrice de rayon R centrée a I’origine et une charge
ponctuelle @ située en xg, ||xo| > R. Quel est le potentiel ®(x) associé a cette
sphere lorsque la charge électrique totale Q¢ de la sphere est nulle ?

Ensuite considérer la situation limite ou xg tend vers 'infini dans la direction
fixée par le vecteur —u de maniére que xy = —||xo|| u, la charge @ croissant
simultanément comme

Q =4r €0 ||w0||2 Eoo

la grandeur F,, étant une constante. Trouver un potentiel décrivant cette si-
tuation limite et donner une interprétation physique de cette derniere. On se
souviendra qu’un potentiel est fixé & une constante additive pres.

Solution :
Il est commode de poser © = ||z|| et zg = ||o]|
0 1 R 1 R 1
T
meo Le—moll w0 [lz— (1) ol w0 [zl

x
Lorsque xg tend vers l'infini dans la direction opposée a celle fixée par le
vecteur unité u alors

v i(1, M+O(1’52)
e — 20| o o
et
1 1 Rlu-x _
(e )
o (£) o) =0 w0l
zo
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Par conséquent

o) = 4550[;(21—“;0“0(%‘2)
R 1 R . _ R 1
o U R o)+ 4 7 ]
. 3 .
- 5 (R ) 0t

Ensuite, compte tenu de la déependance de la charge électrique ) par rapport
a la distance xg, il vient,

u-x

®(x) =29 Foo — Foo u- + By R +O(xgh)

ek

Lorsque g — oo ce potentiel tend ,a une constante pres, vers le potentiel
associé a un champ électrique uniforme E., = E, u auquel vient s’ajouter le

potentiel associé & un dipdle électrique p = 4 m €9 R3E, centré & l'origine.
Autrement dit,

1 p-x

lim ®(z) = —Ex -
a:olinoo ((E) T+ 47 €0 ||$H3

Exercice 2.17%

On considere un milieu conducteur semi-infini limité par un plan occupant la
région ' > a avec a > 0.

1. Déterminer le potentiel @ (xg,x) produit par une charge ponctuelle @
située en un point xy extérieur au milieu conducteur le milieu conducteur
étant assujeti au potentiel 0.

2. Méme question. Déterminer le potentiel ® _ (g, ) lorsque le milieu conduc-
teur occupe la région 2! < —a, la charge étant située & l'extérieur de ce
milieu, ce milieu étant assujeti au potentiel 0.

3. Ensuite déterminer le potentiel électrostatique lorsque les deux milieux
conducteurs sont présents et que la charge électrique ponctuelle est située
dans la région vide intermédiaire les deux conducteurs étant assujetis au
potentiel 0. Utiliser la méthode des images. Il est commode et pas restric-
tif de supposer que la charge électrique ponctuelle @) est située au point
(20,0,0) avec —a < ¢ < a.

4. Finalement déterminer la charge électrique portée par chacun des conduc-
teurs semi-infinis.

Indication : Pensez a votre image lorsque vous vous trouvez entre deuz
miroirs paralleles. Bien sur vous n’étes pas é€lectriquement chargés, mais ......
vous avez le coeur a gauche !.
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Solution :

On commence par introduire les opérations de symétrie g, : = — g, () par
rapport aux plans ! = +a respectivement. Formellement

a-xTr

gi(x)=z £ 2 (1 F )a en particulier g, (xg) =—-xo* 2 a

a?

La réponse a la premiere question est fournie par les expressions

P (zo, ) Q <| ! ! )

T dmeo \||le —xo| |z +zo T 24

et on peut aisément vérifier que

1,1

dp(xg,z) =0 si z'=4a respectivement.

Pour la suite il est utile de commencer par établir les propriétés que voici

g.(—z)=—-g_(x) : g,(x)—g (z)=4a
et g;og.(z) = g_og (x)==

En outre

giogs(x)=x+4a puls grog,og.(z)=gc(z)Fda
Plus généralement

(giong)O"(w):aciﬁlna

Les coordonnées des images successives du point x par rapport au plan
= a puis de cette image par rapport au plan 2! = —a et ainsi de suiteet les

images successives de ce point x, d’abord par rapport au plan ! = —a puis de

cette image par rapport au plan x

I = @, et ainsi de suite sont données par les

expressions

et

g.(xo) , g og.(x0) , g, 09 og,(xo),.....

g_(xo) , grog_(x0) , g_og ,og_(xo),....

Par conséquent la distribution des charges images est la suivante.

Charge réelle + @ en +xq

Charge image — (@ en —xp+2a et —xrg—2a
Charge image + @ en +xg—4a et 4+x0+4 a
Charge image — (@ en —xg+6a et —xy—6a
Charge image + @ en +xyp—8a et +xo+ 8 a
Charge image — @ et ainsi de suite ...
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Formellement le potentiel général est donné par,

O(xg,x) = i[ +§ !

dmeg Nz —z0o—4na

o0 1

Z “ |l + @ — 2+4n) al| Z e+ xo+ (244 n) a||}

1
471'50 Z [Ha}—:co—élnaH e+ a0 — (244 n) a||]

Il est manifeste que le potentiel ®(x) est la différence de deux fonctions
périodiques de période 4 a I'une étant obtenue a partir de ’autre par une trans-
lation de vecteur 2 a ou —2 a. Il est par conséquent évident que le potentiel
®(x) est périodique, de période 4 a et impair par rapport aux plans z! = a et

2! = —a. Ce potentiel est donc nul sur la surface des milieux conducteurs

d(x)=0 , Va telquez' =+a.

Pour les charges électriques portées par chacun des conducteurs il faut com-
mencer par remarquer que chacun des termes de la forme

Q 1 1 ]

dmeg Ll —xo—4nal| Jx+zo—(2+4n)al

pour lequel n est non nul correspond & un champ de déplacement électrique
dont le flux au travers de chacune des surfaces des milieux conducteurs est nul.

Donc, en vertu de la loi de Gauss, la charge électrique sur la surface z! = a du
conducteur vaut

Q a—xh Q a—xh © Q)
@ =7 " (-2mp dp) > =35 - ‘ 2

i (Vp? + (a —5)?) p* + (a—xp)? 0

et "a fortiori” Q_ = —Q/2.
Exercice 2.18
On considere N couronnes sphériques conductrices 'y, k = 1, 2, ....IN centrées

sur l'origine des coordonnées. Soient R, et R; les rayons interne et externe de
la couronne I'j. Ces rayons satisfont aux conditions

0=R; <Rl <R} <Ry <..<Ry <R} <Ry, =+

En coordonnées sphériques (r, 0, ¢) les régions conductrices sont les régions
I'v={ R, <r <R/}

On demande de déterminer la matrice des coefficients d’induction électrique
Cik, J,k=1,2, ..., N.
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Indication : Ne pas utiliser la méthode générale passant par la formule
(2.105) qui fait usage de la fonctions de Green. Utiliser une méthode plus simple
et plus directe qui exploite la symétrie sphérique du systeme des conducteurs.

Solution :

Attribuons a chaque couronne conductrice I'y, un potentiel ®; et convenons que
®n4+1 = 0. Désignons par le symbole Q',f la charge électrique de la surface
r= R:. Dans ces conditions la charge électrique portée par la surface r = R,
vaut —Q:.

Ainsi, en vertu de la loi de Gauss et compte tenu de la symétrie sphérique,

Q+ 1 dd _
I 7Tk€0 5= E.(r) = a0 lorsque R <r < Ry

Par conséquent

+

1 1

q’k+1—q’k:4Qk ( — —i), k=1, .. N
TE N Ry, Iy

ou encore

Qf =Cy (P — P41 ), k=1, ..,N

Dans cette derniere expression nous avons posé

- +
471'60 Rk—i—l Rk

Cp=—"T—— k=1, .. N—1 et Cy=4meo R}
— + ) ) N
Ry — By
Pour la charge électrique totale 3, du conducteur I'y,, puisque @, = —Q:A , k=
2,..., N, alors

Ql - Q+:C1(¢)1—(I)2)

Qr = QF+Q, =0 -Q}_,=Cr (P —Pps1 ) — Cro1 (Pr—1— P )
= —Cho1 @1+ (Co+ Cim1) O — Cip®ppy k=2, .. ,N—1
Qn = —Cn-1®y_1+ (Cy+Cnoq) Oy

En conclusion, apres comparaison de I'expression précédente avec ’expres-
sion générale (2.103), on constate que la matrice des coefficients d’induction
électrique est C;, formée des éléments

Ci1=C1 , Cvx = Cpr+Crr, k=2, ... N.
Cokr1=Cky1r = —Cr, k=1, .. N-—1
0 si |j—k>1

autrement Cj
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Exercice 2.19

Quel est le potentiel électrique produit par un dipole électrique p situé en
o mis en présence d'une boule conductrice de rayon R centrée a l'origine et
assignée au potentiel électrique zéro, autrement dit au méme potentiel qu’a I’in-
fini? 11 est bien entendu supposé que ||xo| > R.

En présence du dipole électrique p la boule est-t-elle devenue électriquement
chargée ? Si oui, quelle est la charge électrique de celle-ci?

Indication : Utiliser la méthode des images.
Solution :

On se donne des charges électriques £ @ situées en oo+ %63}0 respectivement
et telles que p = @) dxo. Notons Q7 les charges images situées en (:1:0 + %5;{:0)*

de ces charges + (). Pour la suite on se référera aux résultats de la sous-section
2.4.5. On adopte les mémes conventions d’écriture. Ainsi

* R? 1
+ 2§ e — + =4
(@0 & 5020) = s Zomoya? (T 3°%0)
R? 1 xo - 0xg ox
= + oy F 20 0%0 ) Sxo|2) = ) + 220
TooP 0% 5990 F T 0 ) + Oldol) =i+ 5
R2 R2 o ‘5:130
oll Ty = T et oxy ~ 7(63:0 -2 — x )
O o2 O o] ? (eI
De plus
R
Qi = ~(+Q)
* *Q) [0 + 16|
R 13:0 '52130 5Q*
=—(+Q) i(lﬂFfi):iQ*ﬂL
l[zoll 2 |laoll? 2
R R )
ot Q' =-Q — et Q@ _—— L0
|0l ol llzoll

Dong, & la limite |[0xg|| — 0 et Q@ — oo avec Q dxg — p il vient

R R2 o ‘5330
p* = 7Q*65B*:Q ( 0727&30)
’ ol llzoll? ol
i ( 5 (®@o-p) wo)
|03 [0l

Autrement dit, 'image du dipdle p situé en x( est le dipole virtuel

R3 o

p = (p—p) on p=-oLl oz et p =p-p
(e (e
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situé en x;. En outre, a l'effet de ce dipole virtuel s’ajoute l'effet d’une charge
électrique virtuelle

R p-xo
HiUoH ||3'30H2

Q" —

située au méme point. Finalement le potentiel électrostatique recherché s’écrit

b= L [P @-wm) po@-ap) R pog
dmeg L z—zol® o —afllP  llol® [l — ]l
Exercice 2.20.
Déterminer le potentiel et le champ électrique produit par une boule diélectrique
(fermée) de rayon R polarisée rigidement et uniformément : P(y) = Py, Vy €
B(0, R). Discussion qualitative du résultat.

Solution :

On adopte un systéme de coordonnées cartésiennes tel que I'axe Ox3 est orienté
selon le vecteur Py. On utilise ensuite les coordonnées sphériques associées a

ces coordonnées cartésiennes. Posons encore = ||z||. Vu les formules (2.131)
et (2.132).
1 Py-d
() / 0 do(y)
4 meo Jap(o,r) |z -yl
R P 4 o sinfcos¢ e; +sinfsing e; + cosb e
= O~/sin9d9/ qu( ¢ e ¢ e 3)
Admey Jo 0 V2 —=27r R cosf + R?
R?Py-e5 [T 0
= 7063/ sin 6 df o8
2 g 0 V2 =271 R cosf + R?
R2Py-e31r2+1 R cosf + R? ™
= 5o [ 322 \/r2—2rR COS@+R2} .
R2P0 - €3 T’2 + R2 1
Rl ~|r = RJ) = 5——(Ir + Rl + |r - R|)|
2 go [37‘21%2(|TJr = Ir ) 37“R<|rJr |+ Ir )
Finalement
Bla) =4 5= Fh sir< R
r) = 3 3 .

Par conséquent le champ électrique a l'intérieur de la boule est un champ
électrique uniforme de valeur

_Po
3 €0
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A Dextérieur, le champ électrique est celui que produirait un dipole électrique
de valeur

47 RPP
- 3

centré a l'origine.
Exercice 2.21

On considére un milieu diélectrique linéaire, homogene et isotrope, de constante
diélectrique &, ol régne un champ électrique uniforme E(x) = E,. On réalise
une cavité sphérique de rayon R au sein de ce milieu diélectrique. Quel est le
champ électrique qui regne dans cette cavité ?

Indication : 1II est utile de se servir des résultats établis dans a la sous-
section 2.5.6.

Solution :

En fait il suffit d’échanger les roles des constantes gy et £ dans les résultats
(2.167), (2.168) et (2.169)

Exercice 2.22%

Soient deux cylindres conducteurs 1 et 2 d’axes paralleles distants de L, de
rayons Ry et Ro avec L > Ry 4+ Rs. Le milieu extérieur aux cylindres est un
fluide dont la permittivité est . La différence de potentiel entre les deux cy-
lindres vaut U.

Déterminer la densité superficielle de charge a la surface des cylindres ainsi
que la force par unité de longueur exercée par un cylindre sur ’autre.

Indications : Soient deux points P; et P, dans I’espace R? des coordon-
nées cartésiennes (x, y). Les coordonnées de ces points sont P; : (+a, 0) et
P, : (—a, 0) ota>0.

Soit un faisceau de cercles, notés Fenamp(Yo), formé de tous les cercles pas-
sant par les points P; et P». Les coordonnées du centre d’un tel cercle C1(yp)
sont (0, yo). Le rayon de ce cercle a donc pour valeur \/y2 + a?.

On vérifiera que les cercles de centre (z¢, 0) et de rayon \/z3 — a? ol |zg| > a
forment un faisceau de cercles, notés Fequipot (To), orthogonaux aux cercles du
faisceau Fehamp(Yo)- Les équations des cercles qui constituent ces deux faisceaux
sont donc les suivantes :

Fenamp(¥o) 1 2° —2yo y+y* =d?

et
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]:6quipot(x0) co2? -2 To T + y2 = —a?

Est-ce que, par un heureux hasard! et pour une valeur appropriée de la
constante a, les cercles du faisceau Fequipot (o) pourraient correspondre,
dans un plan orthogonal aux axes des cylindres métalliques, aux sur-
faces équipotentielles du champ électrique qu’ils produisent ?

Solution :

Tentons notre chance! Si les indications données sont fondées alors il faut que
Ry =\/22 —a® |, Ro=\/z3—a? et z1—a2=1L

ou les points (z1, 0) et (22, 0) correspondent aux intersections des axes des cy-

lindres métalliques avec le plan perpendiculaire évoqué plus haut. Ces conditions
déterminent les valeurs des grandeurs z1, x2 et a. L’équation

\/R§+a2+\/R§+a2:L

fournit la valeur de la constante a > 0

_1
2L

dont il découle ensuite les abscisses

a (L2 — R? — R3)* — 4 R2R3

_L2+R%—R§ L?>+ R3 - R?
e oL oL
D’apres notre conjecture, le potentiel devrait étre constant sur chaque cercle
du faisceau Fequipot(Z0). Ce potentiel devrait donc s’exprimer comme une fonc-
tion F(z() du parametre xy pris comme une fonction zg(z, y) des variables x
et y. En d’autres termes, vu I’équation du cercle Fequipot (o), il vient

et x9 =

x2+y2+a2

®(x, y) = F(zo(z, y)) ou wxo(z, y) = 2 x

La premiére vérification a effectuer est de montrer que cette derniére fonction
F peut étre choisie de telle maniére que le laplacien (en dimension 2) de la
fonction ®(z, y) s’annule en dehors des cercles Fequipot (1) €t Fequipot (€2). En
effet

00z, y) _ 1 (1_ y2+a2) dF (zo(x, y))
ox 2 z2 dxg
et
00(x, y) _ y dF(zo(z, y))
Oy T dxzg
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Par conséquent

_ d*F(xo(z, ) [ 1 Y Ha® N2y
svey) = — o (0 ) )
dF (zo(z, v)) [ y*+a® 1
+ dxo ( 3 + T )

Apres réduction, on constate que I'expression du laplacien A®(z, y) s’écrit

.I‘o(l‘, y)2 —a’ d2F(l‘0(l‘, y)) + 2 370(3?, y) dF(Q?()(x, y))
2 dIO

A(I)(:L y) =

2 d:zrg T

Par conséquent 1'équation A®(z, y) = 0 est vérifiée si et seulement si

°F F
0

=0
d(EO

autrement dit si et seulement si

a
b(z, y) = F(xo(x, =V argtanh —— + C
(z, y) = F(xo(z, y)) gtanh s

Les symboles V et C désignent des constantes d’intégrations. La constante
C' est sans signification et peut étre posée égale a 0. La différence de potentiel
entre les cylindres implique que

U =V argtanh (a/z1) — argtanh (a/x2)

Finalement le potentiel qui décrit le champ électrique qui régne dans I'espace
qui sépare les deux cylindres conducteurs s’écrit

U
arg tanh (a/xz1) — arg tanh (a/xz2)

2ax )

@(m‘, y) = argtanh( m

On notera que

arg tanh (i) = 4 argsinh (i> et argtanh (i) = —argsinh (i>
I Rl T2 R2

Le champ électrique est alors décrit par le champ de vecteurs

dF(:Z?O(LE, y))

E(z, y) = —grad®(z, y)=— e grad zo(z, y)
_ aV [ 22 —y? — a? y ]
(wo(x, ))" — a2 222 7 2

A la surface du cylindre conducteur £ = 1 ou 2 le champ électrique prend les
valeurs
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2

aV 22—y’ —a Y
E ) = 9 7:|
(@ 9) x37a2 2 2 T

ol z = xy+Rpcos¢g et y=Rycosgp , 0<¢<2rm

Autrement dit

a 14

E L S
(@ y) Ry ¢+ Ry cos¢

[ cos ¢ , sin¢]

Par conséquent, a la surface des cylindres conducteurs £ = 1 ou 2 la densité
superficielle de charge électrique wy(¢$) en fonction de 'angle ¢ s’écrit

_€a %4

we(®) = PT@ zy+ Ry coso

Quant a la force par unité de longueur f, subie par le cylindre ¢ elle est
donnée, selon la formule (2.94)), par 'expression

27 2
€ a \%4 2
S P Y P
e /0 ¢ 49 2 R?Z \zy+ Ry cos¢ [ cosg, sing ]
e a?V?2 77 i) 2
frd _ — d —_— 1
2 R} /0 ¢ (ngng cosqS) [ cos ¢, smqﬂ
2 772 27 d
— Eag / COS¢¢2><[1,O] ol ozg:ﬂ
2 By Joo (ag+cosg) Ry
Finalement
V2
flzq:W€7 XI:].,O}
car
T cosg do 27 R}
/ 5 =F 3::|:27r—§ selon que ¢ =1 ou 2.
o (o +cosg) (VaZ 1) a

Exercice 2.23%

Deux fluides diélectriques 1 et 2 dont les permittivités sont €1 et €5 entrent en
contact selon une surface de séparation plane infinie. Deux charges électriques
ponctuelles Q1 et ()5 sont situées de part et d’autre de cette surface a des dis-
tances de a; et ay et la droite qui joint les positions de ces charges est orthogonale
au plan de séparation des deux fluides. Déterminer les forces qui s’exercent sur
ces charges. Pourquoi ne sont-elles pas opposées ?
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Indications : S’inspirer et faire usage des résultats de la sous-section 2.5.7,
en particulier de la formule (2.175)

Solution :

La charge Q1 occupe une position a; dans le milieu 1 et la charge Q2 occupe une
position as dans le milieu 2. La droite qui joint ces deux positions est orthogonale
a la surface de séparation des deux milieux et ’origine des coordonnées est placée
a l'intersection de cette droite avec ce plan de séparation.

Le champ électrique au point a; di au milieu diélectrique 2 et le champ
électrique au point as di au milieu diélectrique 1 sont fournis par I'expression
(2.171) compte tenu du résultat (2.173). Dans le premier cas Q1 joue le réle de
@, a1 celui de a, €1 celui de g et €5 celui de €. Dans le second cas les indices 1
et 2 sont échangés.

Q1 e1—e a
Ep(a;) =
rla) = o e1 €146z 4ay|P
Qa2 €2—¢€1 as
Ep(as) =
plaz) = o £2 ea+e1 4 |az|P?

Le champ électrique au point a; du a la charge Qs et le champ électrique
au point as di a la charge ()1 sont fournis par 'expression (2.172) compte tenu
du résultat (2.173).

Q2 2eq a; — as
Eo(ay) = -
Q( 1) 4 €1 €9+¢€1 ||(11—CLQH3
9 _
EQ(az) _ Q1 €2 as —a;

T A4r €9 €1+ €9 ||a2 — a1H3

Dans ces conditions les forces qui s’exercent sur les porteurs des charges (1
et Q2 sont respectivement

Fi = Qi (Ep(a1)+ Eg(ay))
_ Q e1—e2 @ Q1 Q2 2¢& a; — az
dm ey e1+e2 4 ||ar|]? 4w er ea+ter |lar — aq]?
Fy; = Q2 (Ep(az)+ Eg(as))
Q3 22— ay Q1 Q2 2e az —ay

A ey o+ e1 4 | as]? A eq €1+ |laz —aq?

Par conséquent

Fi+F, = Qi Ep(a1)+ Q2 Ep(az)

€1 —¢&2 Q1 a Q3 a2 }#0

e1+ex Ldmer 4|a1]]2 4w ez 4 | a2l
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ce qui est I'opposé de la force subie par les milieu diélectrique. En particulier
cette derniere somme des forces s’annule lorsque les constantes diélectriques 1
et g9 sont égales.

Exercice 2.24

On considere un milieu diélectrique formé de tranches de milieux diélectriques li-
néaires, isotropes et homogenes, d’épaisseurs 01 et do de constantes diélectriques
€1 et g9 respectivement.

Placé a une échelle ou les épaisseurs §; et do apparaissent comme infini-
tésimales quelles sont les propriétés diélectriques macroscopiques (ou encore
moyennes) du milieu ainsi formé? Ce milieu est-t-il isotrope ? Sinon, quelles
sont les composantes du tenseur diélectrique ?

On supposera que I'axe Ox3 est perpendiculaire aux surfaces de séparation
des milieux.

Solution :

On se donne un champ de déplacement électrique uniforme D = ( 0, 0, D3 )
Ce champ satisfait donc aux conditions aux limites (2.160) et (2.161) sur toutes
les surfaces de séparation des deux milieux diélectriques. Adoptons les notations
E, = ( 0, 0, E} ) et By = ( 0, 0, E3 ) Dans ces conditions

3 3 3
D =£&1 El :EQEQ

et la densité moyenne u, d’énergie électrique est donnée par I'expression

_ (D3)2 51 (D3)2 52 _ (D3)2

2¢e1 01+ 09 29 01+ 09 2 E33

ou £33 désigne la constante diélectrique moyenne du milieu. Par conséquent

€1 €2 (01 + d2)

€33 =
€1 02+ €2 01

Quant au champ électrique moyen correspondant il s’écrit

P _BatE s
€33 01 + 02

Ensuite on se donne un champ électrique uniforme FE = ( E', 0,0 ) tan-
gentiel (ou parallele) aux surfaces de séparation des milieux diélectriques . Ce
champ satisfait aussi aux conditions aux limites et (2.161]) sur toutes les
surfaces de séparation des deux milieux diélectriques. Notons D = ( D}, 0,0 )
et Dy = ( D} 0,0 ) Dans ces nouvelles conditions
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1 1
_ D; _ D;
€1 €2

El
et la densité moyenne u,. d’énergie électrique est donnée par l'expression

€1 (E1)2 51 + [50) (E1)2 52 - gll (E1)2
2 01 + 62 2 01 + 02 N 2

ol €11 désigne la constante diélectrique moyenne du milieu. Par conséquent

Ue =

T | 01 + €2 02
N

Quant au champ de déplacement électrique moyen correspondant il s’écrit

—=1

D' —z, B — D1 61+ D} 6,

01+ 42

En conclusion, les composantes non-nulles du tenseur diélectrique moyen
sont 99 = €11 et €33. Autrement g;; =0, Vi # j.

Exercice 2.25

Revenir a I’énoncé de l'exercice 2.19. Cette fois la boule conductrice possede
une charge électrique totale nulle. Quel est le potentiel électrostatique produit
par le dipole électrique p situé en xy. A quel potentiel électrostatique la boule
conductrice est-t-elle astreinte 7

Solution :

11 suffit d’ajouter une distribution superficielle uniforme de charge électrique sur
le bord de la boule B(0, R) de maniére a neutralisé la charge électrique virtuelle
0Q*. La densité de cette distribution superficielle de charge électrique a donc
pour valeur

—0Q" 1 p-xo
w = - _
4 7 R? 4 7 R||xo®

et la boule conductrice doit étre assignée au potentiel (toujours par rapport a
infini)

—0Q* 1 1 p-x

T 4dme R d7eo |zof?

Finalement le potentiel s’écrit

g

1
(I)(w) - 47‘(60
[plEmm) poleoa) pEe R Ry
lz —aol> — [le—a5]>  [lzol® \ [z —25ll 2]
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Chapitre 3

Solutions des exercices du
chapitre 3

Exercice 3.1

On considére un courant filiforme circulaire d’intensité I et de rayon R. Dé-
terminer le champ d’induction B(z) créé par ce courant sur I'axe de symétrie
cylindrique passant par le centre du cercle et orthogonal au plan défini par ce
dernier cercle.

Solution :

Adoptons pour axe de symétrie cylindrique 'axe Oz d’un systéme de coordon-
nées cartésiennes orienté a droite, le courant filiforme circulaire étant centré a
'origine et situé dans le plan Ox'z2. Le champ d’induction au point & = z es
est donné par la formule de Biot et Savart (3.6). Relativement au systeme de
coordonnées cylindriques (p, ¢, z) qui est adopté on dispose de I'expression
suivante pour le champ d’induction

o 1
B(z e3) = M4077r

y /2”d¢ R (—singi) e; +cos¢ 62) A [Z es— R ( cos¢ e; +sing es ) ]
0 (VR )

Apres réduction de l'intégrant, on parvient a ’expression

y I
B(z e) = %

y /2”d¢ —z R sing (e; Aes)+2 R cos¢ (e2 Aes) + R? (e1 A e)
0 (\/R2+z2)3

L’intégration relative a la variable ¢ étant effectuée on obtient le résultat
final que voici
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B(z 63>:M0] (\/RQRiw)g (61/\62)

Exercice 3.2

Meéme question que dans ’exercice 3.1 mais pour le champ d’induction B (x)
créé par un disque de rayon R portant une charge électrique superficielle uni-
forme de densité w et tournant a la fréquence v.

Solution :

Comme dans 'exercice précédent adoptons pour axe de symétrie cylindrique
l'axe Oz® d’'un systeme de coordonnées cartésiennes orienté & droite, le disque
uniformément chargé étant centré i l'origine et situé dans le plan Ox'z?. Le
champ d’induction au point = z ez est donné par la formule (3.15) ou la den-
sité de courant est maintenant remplacée par la densité superficielle de courant.
En coordonnées cylindriques (p, ¢, z) l'expression correspondante s’écrit

o Lo R 27
Blzen) =42 [do [ po(womvp
(—sin¢el+cosqbeg)/\[zeg—p( COS¢€1+Sin¢62)]

(V)
R 0 3
= g w TV /0 dp (\/ﬁ) (61 /\62)

La seconde égalité est obtenue apres avoir effectué l'intégration relative a la
variable angulaire ¢. Ensuite, moyennant le changement de variable d’intégra-
tion de p en u = p?/z? on parvient & I'expression

[ (=) - & /RW LN 24

p —_— = —_— —_— = |2

0 p? + 22 2 Jo (Vu+1)® U+ 1lu=0
R? 42 22

X

= ——-2 |z
VR? + 22 4
Finalement, on obtient la formule finale
R% +2 22

B(zeg):uowm/( —2\z|) (e1 N es)

VRE 2

Exercice 3.3

Déterminer le champ d’induction B (z) produit par un solénoide de longueur
infinie. A la limite, les courants parcourant le solénoide pourront étre assimilés
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aux courants produits par un cylindre circulaire de longueur infinie et de rayon
R, porteur d'une charge électrique superficielle uniforme de densité superficielle
w et tournant autour de I'axe de symétrie avec une fréquence v.

Solution :

Adoptons pour axe du solénoide I'axe Oz3 d’un systéme de coordonnées carté-
siennes orienté a droite. Relativement aux coordonnées cylindriques correspon-
dantes (p, ¢, z), l'expression du champ d’induction B(Q’J) produit ne dépend
ni de la coordonnée z = x3, ni de la coordonnée ¢. Par conséquent E(zc) =
B3(p) es. 1l suffit donc de déterminer ce champ d’induction B(p) en un point
x = p ey. Partant de la formule (3.15) ou la densité de courant est maintenant
remplacée par la densité superficielle de courant w 2w v R ( —sin¢, cosg, 0 )
on obtient I’expression

“+o0 27
B(p):%/ dz [ Rde (w2 R)

(fsinqb e + cos ¢ 62) A [ (pr COS¢) e; — R sing 62*263]
(\/(p—R COS(;S)2 + (R Sin¢)2+z2)3

—o0 0

X

L’intégration relative a la variable z est immédiate. Le terme de l'intégrant
qui est impair par rapport a z apporte une contribution nulle. Pour le terme de
Iintégrant qui est pair par rapport a la variable z il suffit de remarquer que

oo dz 1 [t du R L
_ 23 a2 ) coshu)Z a2 MY T a2

moyennant le changement de variable d’intégration de z en z = a sinh u. Compte
tenu de ce dernier résultat on parvient a l’expression que voici

27
B(p)=powv R | Rdg
0

—sing e; +cosp ez ) N[ (p— R cosp)e; — R sing ey |
(p—R cos¢)2 + (R sin¢5)2
o R(R—p cosq’))
= pmowv ik 0 d¢p2+R2—2pRcos¢

(61/\62):/,60(,«)27T1/Ré3
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En effet

R—p cosqS)
2+R2—2pR cos ¢

exp (+ig) exp (~i¢)
( Rp p Exp(—i—qu) * Rp—p pr(—i¢) ) ]

+ 5 ( In (R — p exp(+i¢)) —In (R — p exp (—i¢)) ) 0

e
- / R P eip(ﬂcb) R—p eip(*icﬁ)}
e
27
27

car la variation de 'argument de R — p exp (+i¢) et de R—p exp (—i¢) lorsque
¢ varie de 0 a 27 est nulle puisque p < R.

Exercice 3.4

Quelle est la force par unité de longueur avec laquelle s’attirent ou se repoussent
deux fils paralleles distants de 0.5 [em], lorsqu’ils sont parcourus par un courant
dont l'intensité est de 10.0 [A] ?

Solution :

Il faut faire appel a ’avant derniere formule établie a la fin de la sous-section
(3.2.2) & savoir

dFy — po It Iy py
ds 2 |poall?

Dans le probleme |I;]| = |I3] = 10.0 [A] et ||py5] = 5.0 x 1073 [m]. par
conséquent

=0.4x 1072 [N]

HdF2 H _ 4m 1077 [Vs/Am] (10.0)% [A?]
dsy Il 21 5.0 x 10=3[m]

Exercice 3.5

Une spheére de rayon R qui porte une distribution superficielle uniforme de charge
électrique de densité superficielle w est en rotation autour d’'un diametre avec
une fréquence v. Quelles forces subit cette sphere en rotation lorsqu’elle est en
présence d’'un champ d’induction extérieur et uniforme B (x) = By quel que
soit ¢ ?

Solution :
On choisit un systeme de coordonnées cartésiennes dont l'origine O coincide le
centre de la sphere et tel que 'axe Oz coincide avec I'axe de rotation. Soient

(r,0,¢) les coordonnées sphériques associés a ce systeme de coordonnées.
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La densité de courant électrique de surface 3(6, ¢) a pour expression

3(0,¢6) =R 27 v w sinf ( —sin¢ e; + cos ¢ 62)

Par conséquent la force magnétique totale subie par la sphere s’écrit

T 27
F:/ R do R sinf do $(0,¢) A By =0
0 0

Et cette force est manifestement nulle puisque

T 2m
/ Rd0 [ R sind do X(0,)
0 0

™ 2
= R27TVUJR2/ do (sin9)2/ de (—sin(bel + cos ¢ 62):0
0 0

Exercice 3.6

Quel est le champ d’induction produit par un courant uniforme de densité de
courant j(x) = j, parcourant un conducteur rectiligne infini de section circu-
laire de rayon R?

Solution :

On choisit des coordonnées cartésiennes dont 'axe Ox? coincide avec I'axe du
cylindre et cet axe est orienté dans le sens du courant, autrement dit j, = jo es

Si 'on postule la symétrie cylindrique du champ magnétique alors, selon les
coordonnées cylindriques associées et selon la loi d’Ampere (3.22)

Ty =do L p  sipsE

Autrement, sans présupposer la symétrie cylindrique, d’apres ’expression
(3.15) il vient Pexpression

- Lo Jo A (m - y)
B(z) = — 3 AV (y)
AT Jiy 1<r Nl =yl

M/ (' —y') esher+ (2% —y?) es Ney
4 iy i<k (V@ =y )2+ @2 = g2 + (25 — 1))

5 dV(y)

Dans cette expression y, = y! e; +? es. L'intégration relative & la variable
y3 de —oo0 & 400 est aisée a effectuer. Voir la solution de l'exercice l’exercice
3.3. On parvient alors a 'expression
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. . 1.1 A 2 2 A
B(x) = 1o o / (=" —y )163 1€;+($2 y2)263 € gt d?
2 JyyL i<k (&h =) + (2* = ¢?)

Centrons maintenant notre attention sur l'intégrale précédente. En coordon-
nées cylindriques

zl=pcosp , 2 =psing , y'=r cosy et y>=r siny

En termes de ces derniéres variables

/ 2t =y
I i<k (1 =y + (@ = y?)
R 27
p COSP — rcos
= Td'f' d
/0 0 wp2+r2—2prcos(1/)f¢)
B R . /2“¢d p cosp—r (cosacosgb—sinaSin(b)
rar o o p2+1r2 -2 precosa

1 2
5 dy dy

0

R ™ —
_ / . dr/ o (p rcosa) cos ¢
0 —

pPP+r2—2prcosa

Le seconde égalité ci-dessus découle du changement de variable d’intégration
de ¥ en a+ ¢. Dans la troisiéme égalité le changement des limites d’intégration
est permis par la périodicité de période 27 de l'intégrant par rapport a la va-
riable a. En outre, il a été tenu compte du fait que le terme impair en sin o de
Iintégrant apporte une contribution nulle a l'intégrale. Or en vertu la derniere
égalité qui figure dans la solution de I'exercice 3.3. ot maintenant p joue le role
de R et r joue le role de p et compte tenu de la périodicité de 'intégrant par
rapport a la variable « il vient

/Wda p—TCosa 21 sip>r
. pPH+r2—2prcosa  p | 0 sip<r
Par conséquent
1 1 R .
- 2
/ ——— 22dy1dy2:LOS¢/ ,,dr{l sip>r
Iy, <k (&' —y")? + (2% —y?) P 0 0 sip<r
Finalement
/ Ty dyldy2_7rcos¢{02 sip<R
Iy, <k (@' —y1)? + (2% —y?)? p R? sip>R

Quant a la contribution du second terme de 'intégrant qui figure dans 1’ex-
pression du champ d’induction B(x) l'intégrale
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/ it dyldy2:”m¢{p22 sip<R
Iy i<k (@' —y1)? + (22 —y?)? P R* sip>R

elle est similaire a celle qui vient d’étre évaluée, a ’échange du role des variables
2! et 22 pres. En conclusion

o jo T . 2 sip<R
B(w):N;;UpegA[COS¢61+Sln¢62]{pR2 siZ>R

Rappelons enfin que

ez A [ cos¢ e; + sin¢ eg} =é&4(p, ¢, 2)

Ce dernier résultat coincide donc bien avec ’expression obtenue initialement
en présupposant la symétrie cylindrique du champ magnétique.

Exercice 3.7

Une spire circulaire filiforme de rayon R est parcourue par un courant permanent
d’intensité I. Elle est située dans le plan Ox'z? et le centre de cette spire coincide
avec l'origine du systéme de coordonnées cartésiennes Ox'z223 orienté a droite.
Soit (p, ¢, z) le systéme de coordonnées cylindriques correspondant. Montrer
qu’en tout point (p, ¢, z) le potentiel-vecteur qui décrit le champ d’induction

produit par la spire est de la forme A(z) = Ay(p, ¢, 2) ey(p, ¢) ol :

Ay qbz)—uORI/ﬂ cosa da
o O 2r Jo JR24+p2+22—-2Rp cosa

Solution :

Partant de la formule (3.33), olt maintenant

rT=p (cos¢el+sin¢eg)—|—ze3 et y=R (cosw e; +siny 62)

Dans ces conditions

Aw) = Ho 2”[R(*Sil’l’l/)61+0081[162)d1/}
dm Jo  |lo — R (costp €1 +siny ey )|
Ho 2 IR(—SiH?/Jel—i—cosz/Jeg)dzb
dm Jo  \/22+p2+ R2—2p R cos (¢ — ¢)

Dans ’expression qui précede adoptons a = 1) — ¢ comme variable d’inté-
gration au lieu de 9. Il vient

49



A(m) o RI/QTI'—¢ (—sin(a—i—(j)) e1 + cos (Oz—i—(b) €2 ) da
ar )y V22 +p2+ R2—2p R cosa
pwo RI [T da

dr ) p 224+ p*+R2—2p R cosa
X [—( sina cos¢+cosa sing ) e; + ( cosa cos¢ —sina sing ) es |
pwo RI [T [—Sin¢ e1 +coso 62] cosa da
4r [w V22+p2+R2—2p R cosa

La premiere égalité ci-dessus découle des formules bien connues de trigo-
nométrie. Quant au changement des limites d’intégration il est permis par la
périodicité de période 27 de I'intégrant par rapport & la variable «. Enfin, la
derniere égalité résulte du fait que les termes de I'intégrant qui sont des fonctions
impaires de a apportent une contribution nulle a I'intégrale. Ensuite il suffit de
remarquer que

es(p. b, z) = —sind e; +cos e

Enfin, puisque l'intégrant est une fonction paire de 'angle «, il vient I'ex-
pression cherchée

poRI [TT cosa do

A ) 7Z
qb(p ¢, z) m o \/22+p2+R2—2pR COs &

Exercice 3.8

Calculer le potentiel-vecteur A(x) des courants produits par une sphére de rayon
R portant une charge électrique superficielle uniforme de densité w et tournant
autour d’un diamétre avec une fréquence v. Quel est le champ d’induction B (x)
a l'intérieur de cette sphere?

Indication : Commencer par établir I'égalité
/ do(y) 47 R® { /R sifz]| <R
oBoR) 1=yl 3 a/|lzl® st llzll > R

Ensuite utiliser ce résultat pour évaluer le potentiel-vecteur A(x) dans la
situation décrite ci-dessus.

Solution :

On choisit le systeme de coordonnées cartésiennes dont 1’origine O coincide avec
le centre de la sphere et qui est tel que Paxe Ox3 coincide avec ’axe de rotation
de cette derniere.

Pour établir I’égalité proposée on peut, compte tenu de la symétrie sphérique
de ’expression, convenir que & = z esz. Faisant usage des coordonnées sphériques
associées (r, 0, ¢)
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y=R (sin@cosgb ej +sinf sin pey + cos 63)

il vient
/ do (y)
oBor T -yl
= /ﬂRQ sinede/%dgz) sinf cos¢ e; +sinf sing es + cosf ez
0 0 V22 4+ R2 -2z R cosf
— 9 Rz/ﬂda sinf cosf e
0 V22 +R2—2 2z R cosf
= 21 Rz/l u du e
V2 +RP-2zRu
Finalement

1
27TR2/ u du
1V22+R2-2zRu

_9 41
= %(22+R2+2Ru)\/22+R2—22Ru )
A 22 siz>R
T 32 R siz<R

Ce résultat préliminaire établi venons-en a la détermination du potentiel-
vecteur A(x). Dans ce but remarquons que la densité de courant 3(6, ¢) du
courant superficiel est de la forme

(0, ¢) =2mv R sinf w (—sing e; +cosp ez) =27 R sinf w ey(R,0,¢)

Par conséquent

d5(0, 6) = 30, 6) do(6, ¢) = (2nv R) sin0 w do(0, 6) es(R, 0, 0)
= (2mv R)wdo(0, ¢) esNe (R, 0, ¢) = (27v R) w ez ANdo (R, 0, ¢)

Dans ces conditions, compte tenu de I’expression (3.32) adaptée au courant
de surface, le potentiel-vecteur est donné par I’expression

Az) = Mo gﬂ@@:@@mmw/ es Ndo(y)
it Jpro) T =yl 4m Bro) lT—1l
R3 1/R® sir<R
= ,uo(27r1/R)w3eg/\w{ 1/r* sir>R
RrR® . r/R® sir<R
= Lo QWVRW? sin® ey(r, 6, (;5){ 2 sir>R
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Il suit du résultat qui précede qu’a 'intérieur de la sphere

2
Ao, 0,0) = "IV L g A 0,0)=0 et A(r.0,0)=0

Dans ces conditions il résulte des formules (C.41) que les composantes du
champ d’induction sont fournies par les expressions suivantes :

B 1 Orsing Ay(r,0,¢) 0 rAy(r,0,9)
B.(r,0,¢) r2sin 6 ( 00 B O¢ )
B 1 po2rvRw 0, 9 podrv Rw
= 5and 3 50 (rsinf)” = —a cos
B 1 0A,(r,0,¢) O rsinfAy(r,0,¢)
Bo(r.0,0) = rsin@( 0¢ B or )
B 1 w2 Rw 0, . 9  podmvRw
B rsinf 3 (97"( sin6)” = 3 sin 6
1/0r A9 (T7 07 (ZS) aA?" (T, 07 d))
Bo(r0.9) = - (T - ) =0

En résumé, a l'intérieur de la sphere, le champ d’induction est un champ
uniforme et orienté selon I'axe Oz3. Plus précisément

o 2y Rw
B(x) = ,uof é;

Exercice 3.9

Déterminer le moment dipolaire magnétique m des courants de l’exercice 3.8
qui précede. Donner ensuite ’approximation dipolaire correspondante (3.37) du
potentiel-vecteur qui en découle a I'extérieur de la sphere. Comparer ce résultat
avec la solution exacte de l'exercice précedent. Que peut-on en conclure ?

Solution :

Partons de la définition (3.36) adaptée a la situation présente. Il vient

y 1
mo= 5[ ynm) doly)
B(O,R)
1

T 2m
= 3 / R%sin6 d9/ d¢ 2mv R) sinf w R e (R, 0, ¢) Ney(R, 0, ¢)
0 0

2m

_ 1 R?® (27v R) w / (sin6)? df d¢
0

2 0

X (SiHGCOS(b61+Siﬂ981ﬂ¢62+€08963)A(*Sin¢el+COS¢€2)
1 . ™ 2

= - R 2R w / (sin )2 d@/ d¢
2 0 0

X (—cos&cosgbél—costingbég—i—sinHég)

= 7R*Q2mv R)w / (sin )3 df &3
0
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Finalement

(2mv R) w &3

Ensuite, grace a Pexpression (3.37) adaptée au cas d’un dipdle magnétique
ponctuel, on peut écrire

@ﬁw\az
dm |||?
Ho 4T R3

= W 3 (27v R) w

A(x) =

é3/\6r(’l“, 0, ¢)
|2
R3 sinf ey(r, 0, ¢)

= p — 2mv R) w
0 g (v R) Bk

En conclusion, 'expression exacte de I'exercice (3.8) pour le potentiel-vecteur
lorsque ||| > R, coincide avec le potentiel associé au dipble magnétique généré
par la sphere uniformément chargée en rotation. En d’autres termes le potentiel-
vecteur A(x) généré par la shére uniformément chargée en rotation n’a pas de
composantes quadripolaires, ni octupolaires etc.

Exercice 3.10

On considere une distribution de courants stationnaires conservatifs localisée
dans une boule B(0, R) et décrite par une densité de courant
j(x)=0, Va¢ B(0,R).
Etablir ’égalité

B(z) dViz) =" 2"
émm () avi(z) =10 7

o B (z) et  désignent respectivement le champ d’induction et le moment
dipolaire magnétique correspondant & cette distribution de courants. Vérifier
ensuite la relation précédente dans le cas particulier de ’exercice 3.8.

Indications : Exprimer E(m) a partir du potentiel-vecteur puis appliquer
la formule (2.78). Ensuite, faire usage de l’expression mentionnée dans les indi-
cations qui accompagnent 1’énoncé de ’exercice 3.8.

Solution :

Commengons par observer, vu la formule (2.78) et vu I'expression (3.32), que

/ B(x) dV(z) = / rot A(z) dV(x)
B(0,R) B(0,R)

= o(x x) = o(x Ho i)
_~émwﬂd()AA() memd()A[4WAmﬁH@yHM“w}
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Or selon les résultats de l'exercice 3.8, lorsque |ly|| < R, on dispose de

I’égalité
/ do(x) 47
Ty
9B(0,R) |z -yl 3

Par conséquent ’égalité qui suit découle de Iexpression (3.36)

o 4 .
[ B@ave =51 yriw v -
B(0,R) T JB(0,R)

wl o
=
o
3

Exercice 3.11

On considere une distribution de courants stationnaires conservatifs de densité
j(x) localisée a distance finie & I'extérieur d’une boule de rayon R centrée a
lorigine. Autrement dit

jl@)=0 , V xe B(0,R).
Etablir ’égalité,

7i 3 ~
B(zx) dV( ):4 R B(0)

£
/B(o,R) 3

Indication : Faire usage de la formule (3.15) puis échanger l'ordre des
intégrations.

Solution :

Partant de I'expression (3.15) on peut écrire I’égalité

- 1o JyA(x—y)
B(x dVac:/ dV(x) — ==~ = dV(y
/B(O,R) (=) (@) B(0,R) (=) 471 Jepo,r) |z -yl W)

Or lorsque ||y|| > R,

— av
/ dV(m)% = grady/ #
B(O.R) -yl Bo.R) |l©—yl
4 R® 1 4 R —y
= grad, |—— v | = —F5— 03
Y ( 3 vl ) 3 llylP?
Par conséquent
o 4 R3 j(y) A (— 4T R® o
/' B@Mwm=ﬂ9/ T B IWALY) gy - T E )
B(O.R) 47 Jego,r) 3 lyll 3
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Exercice 3.12

Etudier le mouvement d’une particule de masse M et de charge électrique @
sous 'action des forces coulombiennes et des forces de Laplace lorsqu’elle est
mise en présence d’un champ électrique Eq et d’un champ d’induction B tous
deux statiques et uniformes.

Solution :

L’équation qui gouverne 1’évolution de la particule chargée s’écrit

d*x(t) de(t) o
—Q(E,+%Y B )
TR ( LT 0
Pour la suite il convient de poser
a:LEO et GJ:—LBO
M M

Pour la position initiale de la particule il n’est pas restrictif de supposer que
z(0) = 0. Quant a la vitesse initiale notons-la dx(0)/dt = vg. Il découle de
I'intégration de I’équation différentielle précédente que

dx(t)

Cdt

Il n’est pas difficile de vérifier que cette équation différentielle posséde une
solution particuliere de la forme

=vgt+at+oANx(t)

t2 /o ANay WAvoL +ay
zo(t) = a —+( . +v0)t+v7
2 e Elk
ou
(d;~v0)dz (w/\’vo)/\(b
VoL = Vo -— e = T et wg = vo — VoL
|l |l
puis
(@a)w (DAa)AD
a, = a-— = et a=a—-ay

&2 &2

Pour déterminer la solution générale de 1’équation différentielle qui précede
posons

x(t) = zo(t) + y(1)

La fonction y(t) est par conséquent solution de I’équation

dy@®) _
A I
o =@ Ny()
avec pour condition initiale
WwAvyL +ay
y(0) = —xp(0) = ——— 55—

=il
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L’équation différentielle ci-desssus montre que la solution y(¢) est donnée, a
I'instant t, par 'action d’une rotation d’angle ||||¢ autour de ’axe dont 1'orien-
tation est définie par le vecteur axial &. Notons R(&t) la matrice de rotation
correspondante. Alors

. e WAV +al
y(t) = R(&t) y(0) = —R(wt) —eE

Pour vérifier le résultat qui précede il suffit de considérer la situation dans
laquelle le champ d’induction, donc le vecteur axial @, est orienté selon I'axe
Oz3. Le systeme d’équations différentielles prend alors la forme que voici.

dydt(t) = —wy’)
dydt(t) = +wy')
dy*(t)  _

e 0

L’intégration de ce systeme d’équations est élémentaire. La solution de ce
dernier s’écrit

y'(t) = cos(@’t) y'(0) —sin (&°t) y*(0)
y*(t) = sin (&%) y*(0) + cos (W*t) ¥*(0)
vt = 50

En résumé, compte tenu des résultats qui précedent, le mouvement le plus
générale de la particule massive électriquement chargée est décrit par la fonction

WAV +a;
(|2

WAV +a;

t2 wANa,
il:(t) =a| 5+ (7 +'UOH) t+ H‘:JHz

SRANTFTE - Rl@)

Autrement dit, le mouvement de la particule chargée est constitué d’un mou-
vement uniformément accéléré dans la direction fixée par champ d’induction
By et de la composition d’'un mouvement de translation uniforme de vitesse
& Aay/||@]? + o accompagné d'un mouvement de rotation, de vitesse angu-
laire |||, autour de la direction fixée par le champ d’induction.

Exercice 3.13

Montrer que la divergence du potentiel-vecteur A (), donné par 'expression

Ay (z) = ZT? /F ]\W dV (y)

est identiquement nulle.
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Solution :

En effet, compte tenu de la relation (2.75)

M(y) A (z —y)
ey ) VW

Ho v v r—y
= MO Ny rote (2 Y ) av(y) =
47T/F (W) 7ot (22 ) aViy) =0

div Ay(x) = Z—; divm(
r

Exercice 3.14%

La polarisation P d’un diélectrique isotrope et stationnaire placé dans un champ
électrique électrostatique E est donnée par la formule

P:(€—€0)E

Si chaque élément du diélectrique mis en présence d’un champ d’induction
est déplacé avec une vitesse v, la polarisation du diélectrique prend la valeur

P=(c—¢) (E+vADB)

si 'on convient de négliger les contributions d’ordre 1/c et au-dela.

Un cylindre diélectrique tourne autour de 'axe de symétrie avec une vitesse
angulaire constante &, dans un champ magnétostatique uniforme By. Ce champ
est parallele a I’axe du cylindre. Les vecteurs axiaux & et Bo sont donc de méme
orientation que le vecteur axial €,. Déterminer la polarisation du cylindre, la
densité superficielle de charge électrique fictive qui apparait sur la surface du
cylindre et le potentiel électrostatique en des points extérieurs et intérieurs a ce
dernier cylindre.

Solution :

Adoptons un systéme de coordonnées cylindriques (p, ¢, z) dont I'axe Oz coin-
cide avec 'axe du cylindre diélectrique. Le vecteur vitesse locale au point «
du cylindre en rotation a pour expression v(x) = & A @. Par conséquent la
seule composante non-nulle de la vitesse au point (p, ¢, z) est la composante
vp(p) = ||@|| p. La polarisation électrique au point & est donnée par expression

P(p, ¢7 Z) = (5—50)[E(,0, ¢a Z)+((:’/\m)/\-é0}
= (e—c0) [ E(p, ¢, 2)— (@ Bo) peylp, ¢, 2)]

Donc

D(z) = eoE(p, ¢, z) + P(p, ¢, 2)

1%

= € E(pv ¢7 Z) - (5_50) (‘DBO) pep(pv ¢7 Z)
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Or div D(x) = 0 et par conséquent, compte tenu de la formule (C.29),

div (e E(p, ¢, 2)) = (e—¢0) (@- EO) div (p ey(p, ¢, 2))
= 2 (8—60) ((:JB/Q)

Par conséquent

E(p7 (7257 Z) = —grad (I)(pa ¢> Z)

A B(p, ¢, 2) :{ 52 ((e —<0)/e) (@ Bo) 32}52

Il convient de chercher un potentiel électrique présentant la symétrie cylin-
drique, plus précisément un potentiel électrique indépendant des variables ¢ et
z. Dans ces conditions la seule composante non-nulle du champ électrique est la
composante E,(p, ¢, z). Ainsi, compte tenu de la formule (C.31), a l'intérieur
du cylindre

E—E0 o

1.0 90%(p, ¢, 2) _ o o By

P 8pp dp €

La solution générale de cette derniere équation s’écrit

2

£~ ¢ ((:JB()) %—I—Cl lnp+C’2

£

q)(pv ¢7 Z) = -

Dans cette expression les symboles C et Cy désignent des constantes d’in-
tégration. Or la constante C7 doit étre nulle puisque, en vertu du théoréeme de
Gauss, le champ de déplacement électrique D(x) est partout nul. En effet, dans
ces conditions

D($)28E(p7 ¢a Z)_(€_€O) (‘:)EO) pep(p7 ¢7 Z):O

et par conséquent

— o d
Ey(p, ¢, 2) = % (@ Bo) p= —W

Finalement la continuté de la composante D,(p, ¢, z) du champ de dé-
placement électrique impose que cette derniere composante est aussi nulle a
Pextérieur du cylindre. Par voie de conséquence, a I'extérieur du cylindre, la
composante E,(p, ¢, z) du champ électrique est identiquement nulle puisque
D(x) = e E(x). Autrement dit, toujours a I'extérieur du cylindre, le potentiel
électrique est constant, donc nulle selon nos conventions. La continuité du po-
tentiel a la surface du cylindre nous amene a écrire ’expression finale que voici
pour ce potentiel électrique.
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et

®(p, ¢, 2)=0 ,Vp=>R

Vu la définition (2.130) la densité de charge électrique virtuelle dans le cy-
lindre vaut

£€—¢€o

qp(z) = —div P(z) = div (¢0 E(x) ) =2 € (- BO)
et sur la surface de ce dernier cylindre la densité superficielle de charge électrique
virtuelle s’écrit,

wP(Rv ¢7 Z) = n(R7 ¢a Z) P(R7 ¢7 Z) = —¢€o ’I’L(R, (b? Z) E(R7 ¢7 Z)
e—c¢ o
= —&o TO ((:J . B()) R
vu la définition (2.131). En résumé, il apparait & l'intérieur du cylindre diélec-
trique en rotation un champ électrique radial indépendant des variables ¢ et
z. Ce champ est "écranté” a la surface du cylindre diélectrique et s’annule a
I’extérieur.

Exercice 3.15

Deux courants filiformes circulaires de méme rayon R et d’intensités I; et I
sont situés dans des plans paralleles séparés par une distance a. Les centres de
ces courants circulaires sont situés sur le méme axe orthogonal aux deux plans et
dont 'origine O est située a mi-chemin. On demande de déterminer I'expression
de la force que ces courants exercent I'un sur ’autre. Discuter les cas ou R << a
et a << R.

Solution :

Soient I'; et I's les deux cercles formés par les courants filiformes. Partant des
expressions (3.4) et (3.6) il vient

F12 = / Il d.’Bl/\B(IBl)
Iy

Iy des A (21 — @
[ e[t [ T
Iy Ar Jr, e — x|
Adoptons un systeme de coordonnées cylindriques (p, ¢, z) dont laxe Oz
passe par le centre des cercles I'; et I'y. Dans ces conditions

. a
1 =R ( cos ¢1 ey + sin ¢y eg)+§ es
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et

dey =R (—sin¢1 e; + cos ¢y es ) dpq

puis

xro =R ( COS (g e1 + sin ¢o es ) —geg

et

drs = R (—Sin¢2 €1 + cos ¢o €es ) doo

Apres remplacement des variables d’intégration de Pexpression précédente
de la force F'15 par les variables angulaires ¢, et ¢o on parvient a I’expression

I I 2m 2m
Fy = M/ d¢1/ do
47 0 0

Rr3 (1 —cos (¢ — ¢2)) (cos @1 €1 + sin ¢y 62) — R? a cos(¢1 — ¢2) e3

: (V2 BT a2 —2 I con (01— )"

A la vue de ce dernier résultat procédons encore au changement de variable
d’intégration de ¢2 en a = ¢ — ¢1. Compte tenu de la périodicité, de période
27, de l'intégrant ci-dessus par rapport a la variable ¢o on peut écrire

I I 2m 2m
Fp,= ol / i / dot
47 0 0

R3? (1 —cosa) (cos¢y ey +sing, es) — R? a cosa e

X 3
(\/2 R?2 4 a2 -2 R? cosa)

L’intégration relative a la variable ¢, peut étre aisément effectuée. Il vient

—po Iy I R? a 2 cos o do
Fi; = 3 €3
2 0o (V2R?+a*>-2R? cosa)
— Mo Il Igg 2m cos o do

N 2 R Jo (V2 (1 —=cosa)+ (a/R)? )3 “

On constate ainsi que lorsque les orientations des cercles I'; et 'y sont équi-
valentes les courants filiformes s’attirent si les intensités des courants sont de
méme signes et se repoussent dans le cas contraire.

Considérons maintenant la situation particuliere ou R << a. Dans ce cas

\/2 (1 —cosa) + (%)2 = ;\/1+2(f)2 (1 —cosa)

%(1 + (%)2 (1- cosa))

Q
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et par conséquent

( \/2 (1 —cosa)+ (%)2 )3 R~ % (1—&—3(%)2 (1 —cosa))

Dans ces conditions

- el " (3) (1=3(3) 1 -cose)
Fi, = 5 R/o cosa do o 1-3 o (1 —-cosa)) es
—un I+ T 2 27 2
— THhif (E> / (1 - 3(5) (1- cosa)) cosa da e
2 a 0 a
o -3 2%} Il IQ R\4 2 2 o =37 Mo Il 12 R4
- — 5 (E) /0 (cosa)® da ez = — 5 a6

Considérons finalement l'autre situation particuliere ot a << R. Commen-
¢ons par mentionner 1’égalité

1 2 [T
— = — du u? exp(—su®) ot s>0
(Vs)? V7 /;oo

Grace a cette formule on peut exprimer la force F'15 sous la forme

F12 = — Mo Il IQ F(G/R) €3

ou

F(a/R) = %% " do cosa
0
+oo
X % 1 duu® exp (— (2 (1 — cosa) + (a/R)*)u?)
a [T
%E [ du u® exp (— (a/R)*u?)

2
X / da cosa exp (—2 (1 — cosa)u?)
0

L’intégrale .... est une fonction paire entiere de la variable u. Elle se comporte
comme O(u?) lorsque u — 0 et pour u — oo on a

27 “+7
da cosa exp (—2 (1 —cosa)u?) ~ da exp (— a®u?)
0 —T
1 +7|ul 1 +o0 ﬁ
= — dv exp (—v? z—/ dv exp (—v?) = Y=
P A S At v ) I Sl

Par conséquent

™

F(a/R) = |

Sl
f=v] RS
—
2 +
3

5

du u® exp (— (a/R)*u?)

du |u| exp (- (a/R)*u?) =

Il
|
I
2 +
8
@\:UE
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Finalement

R
Fio~—pug 1 I s

Exercice 3.16.%

On considere une couronne spherique de rayon intérieur R; et de rayon extérieur
Ry > Ry, formée d’un matériau de perméabilité magnétique p. Cette couronne
sphérique est placée dans le vide et mise en présence d’'un champ d’induction
uniforme et constant Bo. Montrer que le champ d’induction a ’'intérieur de la
couronne sphérique est uniforme de valeur

9 2 2
}Bo ol 7:&<1 ot a:(M‘F 10)(2 1+ o)

Ry 2 (1 — po)?

Solution :

On adopte la méme démarche qu’a la sous-section 3.4.6. On commence par dé-
terminer le potentiel magnétique. On adopte les coordonnées sphériques (r, 6, ¢)
centrée au centre de la couronne sphérique. Vu le comportement asymptotique
du champ magnétique, le potentiel magnétique dans la région r > Ry est néces-
sairement de la forme

3 EO - bn
O(r, 0, ¢) = T r Pi(cosf) + Z ) P, (cos8)

n=0

Dans la région R; < r < Ry ce potentiel magnétique présente ”a priori” la
forme générale

o0

o v
b(r, 0, )= (" + e ) Palcost)

n=0

Enfin dans la région r < Ry, ou il ne peut pas présenter de singularité il est
”a, priori” nécessairement de la forme

O(r, 0, ¢)=> all r" Py(cos0)
n=0

La continuité des composantes du champ magnétique tangentes aux spheres
r = Ry et r = Ry implique la continuité du potentiel magnétique sur ces mémes
spheres. Autrement dit, respectivement

’
b,
n+1
R2

by,
R;H—l

B
a', R} + =22 R, 5+ ., n=0,1,2 ..
Ho
et
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/
a, ?+7R”11 =ar Ry , n=0,1,2, .
1
La continuité de la composante du champ d’induction orthogonale aux sphéeres
r = Ry et r = Ry implique respectivement les égalités

ne1, —(n+1) b, y —(n+1) by
fu(na’nRQ 1+(Rn7+2))230627u0(Rn7+2) , n=0,1,2, ..
2 2
et
— o
—u(na;LR?_l—&—%):—uonagR’f_l , n=0,1,2, ..
1

Lorsque n # 1 les quatre grandeurs b,, a,, bl et a!' satisfont un systeme de
quatre équations linéaires homogenes de déterminant non-nul. Par conséquent
b,=0 , a,=0 , b, =0 e al=0 , Vn#l
Lorsque n = 1 a partir des conditions relatives & la sphere r = Ry,
,LL0+2,LL " bll H—=Ho

/
(11:73'u a; et R—?: 3 ay

Apres remplacement dans les deux équations relatives a la sphere r = Ry
pour n = 1 on obtient les relations

by fo +2 p Ry — o By by
a’R+—1:(7R +L )a”:——R + 2
P RS Sp PR, 3w )Y e R
et
—2 b o + 2 RS p— . b
/ 1 0 H 1 M .U'O) " 1
- Bl R Y (e S = Bo+2 po =
“(“1+ R ) ( 3 R 3p )T O0TRH0 s

desquelles il découle la relation que voici

((N+2Ho)(2 p+ fo) R} (N*Mo)z) o — 3 By
6 1 1o R} 6 ppo

apres élimination du rapport by /R3. Une manipulation élémentaire de ce dernier
résultat conduit & I'expression suivante du coefficient af

B 9 R
a/l/:_io Mol oil 7:—1§1

po (p+2 po)(2 p+ po) =2 93 (p— po)? Ry
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puis au résultat annoncé dans 1’énoncé de 1’exercice si de plus on remarque que
le champ magnétique dans la région r < R; est donné par l’expression

9]

H(xz) = —df e3
Exercice 3.17.%

Montrer que le champ magnétique produit par un aimant cylindrique de rayon
R et de longueur L dont 'aimantation est uniforme et longitudinale est fournit,
en coordonnées cylindriques (p, ¢, z), par un potentiel magnétique de la forme,

L
SRR S DS

n pair=0 k=n/2 ¢ impair=1

o A (m)n (m)m (mpfim/z;)e

ou le coefficient numérique A,, ¢ vaut

(=1)k=/2 (2k 4+ n+2¢— 1)
E+1  (nI)22 2k —n)!! 7

Etudier le comportement de ce potentiel magnétique lorsque |z| < L et
lorsque |z| > L. Méme question lorsque p < L.

Ank£:

k>n/2.

Solution :

Partant de l'expression générale (3.69) du potentiel magnétique on peut écrire

27 Y
M,
pa (ba E 471'/ T dT/ dOL Z — 0

o—T1 pL/2)2+p2+r2—2pr cosa
Il est alors utile de transcrire l'intégrant de 1’expression qui précede sous la

forme intégrale que voici,

1
VE=DL22+p2+1r2—2pr cosa

_ 1 +°°exp[_(z—pL/2)2—|—p2+r2—2pr cosa
VT R R?

L’expression du potentiel magnétique prend ainsi la forme suivante

+<>o
4p R/ rdr/
" Wf

z—pL2 +p? 472 2pr cosa
( /];2 UQ}/O dozexp[Tu2

du

(vI)(pa ¢7 Z) -

X exp[—
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Ensuite, compte tenu de la formule que voici

27 = ° o .
2pr cosa 2p7”U n (COSOZ)
e | Tt [ da = ] o
/0 R2 7;) R2 0 n!
=S [2orut g [ 2n/(t)? i n est pain
= > R2 0 si n est impair

on peut alors écrire ’expression qui suit pour le potentiel magnétique.

B(p, 6,7) = ﬂj; fR/ /+°°

(z—=p L2+ p*+1r% = 2pru?qn 27
*oep [* R2 “ } D R2 } (nl1)2
n pair=0

Or pour les termes pour lesquels n est pair on dispose de la formule

f n o, s 0 /2 f o,
/0 rdrr exp[—ﬁu ] = [—R 8(u2)} /0 rdrexp[ RQu}
n/2 R2 1 — —
S L} R 1—exp(—v?)
o(u?) 2 u?
B Rnt2 too (71)16777,/2 u2k—n
- — !
2 b2 k+1 (k—n/2)!

Par conséquent le potentiel magnétique peut étre exprimé sous la forme

Y 400 _ 2 2

+oo k n/2 u2k+n

8 Z( ()Z k+1 (k — n/2)!

n pair=0 =

Apres quelques manipulations formelles élémentaires cette derniére expres-
sion prend la forme que voici

) _LRMy N 2" p\t ™ (DF2
B(p.002) = 1 2wl X ke G

y Z / wu T exp {_ (z—p LR/22)2+P2 u2}

p==+1

n pair=0

Or au sujet de la derniere intégrale qui figure en facteur dans le membre de
droite de I'expression qui précede il est aisé de se livrer la constatation suivante
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Z » /+Ooduu2k+n exp[— (z—p L/2)* 4+ p? UQ}
—00

2
p==+1 R
+oo 2 2 2 +oo )
_ 2k+n 2 +p?+ L7/ p pLz
= / du u exp{—Tu]ZZﬂ( 7 u)
- (=0 p==+1
I +oo 2 2 2
1 s Lz\* 224+ p°+ L7 /4
! ( 2 ) / p 2
¢ impair=1 ¢! R - R
+oo " +
— Z i Q ¢ R Zk+26+nt1 Oodv (v2)k+€+n/2 ex (—’UQ)
el R? 22+ p? + L2/4 P
¢ impair=1  ~ P —0o0
_ JFZ:OO VT (2k+20+n -1 ( Lz )f( R )2k+2é+n+1
N ¢ impair=1 Z ' 2k+€+n/2 R2 2’2 + 02 + L2/4
car en effet
e n (2k +20+n — 1!
/_oo dv (v*)* T2 exp (—0?) = v/ ok+l+n/2

On parvient finalement a ’expression que voici pour le potentiel magnétique
associé a I’aimant

Y too n n 190 —n
<i>(p,¢,z):lRM0 Z 2 (ﬁ) Z (—1)k—n/2 1

4 112 — ]
4 \/77- n pair=0 (’I’L) R k=n/2 k+1 (k' N/2)
X Jio Vv (2k+20+n - D ( Lz )Z( R )2k+2e+n+1
£ impair=1 ¢! 2kttAn/2 R? 22+ p2 + L2/4
_ R M f io X ()P (k2040 — 1)
(N2 — 0
4 n pair=0 k=n/2 ¢ impair=1 k+1 (2€) (’I’L) (Qk n)
) (wvion) ()
22+ p2+L2/4 224 p2+12/4 21 02+ [2/4

Exercice 3.18.%

Dans le champ d’un dip6le magnétique ponctuel permanent et fixe de ma-
gnitude 1, évolue une particule de masse m portant une charge électrique Q.

1. Ecrire les équations différentielles qui régissent le mouvement de la parti-
cule relativement a un systeme de coordonnées sphériques dont 1’origine
coincide avec la position du dip6le magnétique.

2. Montrer que la composante du moment cinétique de la particule par rap-
port a la position du dipdle et dans la direction du dipole est une contante
du mouvement.
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3. Discuter la forme de la trajectoire lorsque la particule se meut initiale-
ment dans le plan perpendiculaire au moment magnétique et passant par
Porigine. (Plan équatorial.)

Solution :
Des expressions (3.37) et (3.27) et de la loi de force (3.25) on déduit ’expression

qui suit de la force de Laplace subie par la charge électrique ponctuelle en
mouvement

B dx(t) o o,/ mAx(t)
Fl) = Q=5 A | qrrot ||m(t)u3ﬂ
| Q) 13 na(0) o0 a0
PE—T EGIE

Il s’ensuit par conséquent I’équation du mouvement que voici

m di;gt) _ MZWQ ||w(1)\|"’ [ 3 (th - z(1)) (d%ﬂ Am(t)) _ a(t)? (dflftt) Am) }

Il convient alors de transcrire cette derniere équation du mouvement en
termes de coordonnées sphériques. Les symboles e, (7,8, ¢), eg(r, 0, 9) et e4(r, 6, ¢)
désignent les vecteurs de la base orthonormée attachée au point de coordonnées
(r, 0, ¢). (Voir (C.37 dans 'annexe C.3). Il est alors aisé d’établir les expressions
que voici pour les dérivées partielles de ces derniers vecteurs de la base.

orer(r,0,0) = 0 , Ope.(r,0,0)=ey(r,0,¢)
Oser(r,0,0) = sinf ey(r,0,0)

Oreg(r,0,6) = 0 , Ogey(r,0,0) =—e.(r,0,¢)
Opeq(r,0,0) = cosb ey(r,0,¢)

Orey(r,0,0) = 0 , Ogey(r,0,0)=0
Opep(r,0,0) = —sinb e (r,0,¢) —cosb eg(r,0,9)

Si 'on décompose le vecteur x(t) qui détermine la position de la charge
électrique a U'instant ¢ selon les vecteurs de base attachés a cette position alors

z(t) =r(t) e (r(t), 0(t), ¢(t))

et par conséquent

d%ff) =i ex(r,0,0) +7 0 eg(r,0,0) + 1 sinb § ey(r,0,9)

Par suite, pour I'accélération
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= i e(r0,¢) +7 (0 pe(r,0,0) + & Dye (r,0,9) )
+ (07’+9r) eg(r,9,¢)+r9 (9 o) eg(r,0,¢)+¢58¢eg(r,9,¢))
+ ( dr sin@+¢ 7 sinf+¢rb (3089) ey(r,0,0) +¢% 7 sinf Opey(r,0, )

et apres groupement des termes

d*x(t)

= (f—réQ sin92—r92) e-(r,0,0)
+ (ré+29ﬁ—r¢2 sinf cosf) ey(r,0, )
+ (rdsinf+27 ¢ sind+27r cosh ) ey(r,0,0)

Pour en venir a I’équation du mouvement, commengons par constater que

da;il(f) /\g[:(t) = 7"2 ¢ sin9 69(7",9,@ - T2 9 €¢(T,9,¢)
et
d%(f) Nes = 7 (sinf)® ¢ e (r,0,¢)+r sinf cosd ¢ eg(r,0,0)

— (7 sin@+76 cost ) es(r,0,9)

On vérifie alors aisément que ’équation vectorielle du mouvement se traduit
par les trois équations scalaires qui suivent.

. o . o ‘9 po Q M —sind? .
_ 92 —r 02) =
m (¥ —r ¢* sin r 6?) P 2 ¢
o @ m 2 sinf cosd b

2

m(r9.+20.7*frg.b2 sin 6 cos@) =

47 r

o @ m 7 sinf —2 60 r cosb
4 r3

Venons-en maintenant a I’étude du mouvement de la charge électrique dans
le plan Oz!z2. Dans ce cas 6(t) = 7/2. On constate aisément que cette condition
est effectivement en accord avec les équations du mouvement. La deuxieéme
des équations qui précedent est trivialement satisfaite. Quant aux deux autres
équations elles se réduisent aux deux suivantes.

m(rgzb Sinf@+27 ¢ sinf+2r cos@éé)

m(i"—rd)Z) = —a—

po Q ™
4

|
Q

. L. r .
m(ré¢+27¢) — ou a=
r3
Une premiere conséquence de ces équations est la suivante : la somme de la

premiere équation multipliée par 7 et de la secnde équation multipliée par rgi)
permet de trouver une intégrale premiere de ce systéme d’équations. En effet
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¢

0 = r'{m(i"—rqp)—l—a?}—i—ré{m(r¢5+2f¢ﬁ)—a%}
r r
. 1 dm(f"2—|—7“2¢2)
_ PRI G 2 _ram\rrr ¢ )
m[r7’—|— rr ¢+ gb(b] 5 € 5
et par conséquent la grandeur
] 2E‘cin
7'“24-7"2(;52:751)3

m

est une constante du mouvement. En outre, il résulte de la premiere des équa-
tions évoquées précédemment que

. . P d 5 - 1
0 = r{m(rd)—{—?rgﬁ))—aﬁ}:%[mr qﬁ—i—a;}
On constate ainsi que ’expression
1

; 1
m r? ¢o+a —=a — ou ryestune constante
r To

est également une constante du mouvement. Nous sommes alors en mesure de
dégager la relation

« T—T0

b=

mrZ rorg

Finalement, apres insertion de ce dernier résultat dans 'expression de la pre-
miere des constantes du mouvement obtenues ci-dessus, on parvient a ’équation
différentielle du premier ordre par rapport au temps que voici

2 — 2
. (0% r To
7’2 ( ) ( 2 > U(Q)
m o r

Pour alleger I'écriture dans la suite des développements il convient de sub-
stituer a la variable r la variable

u=—
ro

Dans ces conditions, moyennant quelques manipulations formelles élémen-
taires on parvient a 1’équation différentielle que voici

o (vo\2(uW =B u—1)) (u+5u—-1)) o«
= (5) m Y

Deux situations sont a considérer.
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Premiérement lorsque 0 < 5 < 4.

Dans ce cas I'énergie cinétique est bornée inférieurement ; plus précisément vy >
a/4(m r3). Dans cette premiére situation

u? =B (u—1)>0 , Vu

et

W+ (u—1)>0

si et seulement si :

u<_ﬂ_\/m<o

< D) <

ou

OS_B+ 262+4ﬂ§u

On constate ainsi que

u=0 si

L BB 4B
2

Dans le premier cas il faut que 7o < 0 pour que r soit positif. Dans ce cas le
mouvement suit une trajectoire de diffusion de infini vers 'infini.

Dans le second cas il faut que r9 > 0 et mouvement suit également une
trajectoire de diffusion de infini vers I'infini.

Deuxiémement lorsque 4 < j.

Dans ce cas ’énergie cinétique est bornée supérieurement ; plus précisément
vo < a/4(m 73). Dans cette deuxieme situation

(v=Bu-1)) (®+B(u—-1))>0

si et seulement si :

1) ug—ﬁ—\/262+4ﬁ<0

ou
2) 037“@ < ug—ﬂ*@ﬂ
ou

3) g < TV ZAD
- 2

On peut alors constater que
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o B+ B~ 45

S1 y=——"—+——¥— ousi u=

2

—BE VB> +4B
2

Dans le cas 1) il faut que 7y < 0 pour que r soit positif. Le mouvement suit
alors une trajectoire de diffusion de infini vers U'infini.

Dans le cas 2) il faut que 79 > 0. Le mouvement suit une trajectoire orbitale
donc une trajectoire pour laquelle a chaque instant

0< (—=B+VB2+48)/2<ut)<(B—+/B2—405/2

Dans le cas 3) il faut que r¢o > 0. Le mouvement suit alors une trajectoire de
diffusion de infini vers I'infini.

Exercice 3.19%

Un dipdle magnétique permanent 7 (petit aimant) est placé au voisinage de
la surface plane d’un milieu semi-infini (fer doux par exemple) de perméabi-
lité magnétique p. Déterminer la force et le moment des forces exercés sur le
dipole par 'aimantaton que ce dipdle a induite dans le milieu semi-infini. Le di-
pole est situé par la distance que le sépare de la surface du milieu magnétique et
par I'angle que fait ’axe du dipole avec la perpendiculaire & la surface du milieu.

Solution :

Le plan de séparation des deux milieux magnétiques est le plan Ox'22. Le dipdle
magnétique 1 occupe la position caractérisée par le vecteur xyp = a ez, a > 0.
La région 2% > 0 correspond au vide de perméablité magnétique po. En un point
x situé dans le vide le champ d’induction se compose du champ B (z) di au

dipole m situé en a e auquel vient s’ajouter le champ B/(w) que produirait dans
le vide un dipdle magnétique fictif 7’ situé en —a ez. Dans le milieu magnétique
(milieu 2% < 0), de perméabilité magnétique u le champ d’induction B”(az) est
le champ que produirait un dipole magnétique fictif 7" situé en a esz. Les
dipéles ™’ et ™" sont & déterminer & partir des conditions de continuité de la
composante orthogonale du champ d’induction et de la composante tangentielle
du champ magnétique a la surface de séparation des deux milieux. Ces champs

d’induction sont fournis par les expressions que voici

o 3 (h-(x—ae3)) (x—aes)— (x—ae3)?m

B =
(@) 47 |z —a es]®
B(z)= b0 30 (@taey) @taes)—(w+aey) i’
47 |z + a es]®
E//(w):i 3(m"-(x—ae3) (x—aes)— (x—aes)? m’
47 |z —a es]®
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Décomposons les moments magnétiques , ' et ™" en composantes
paralleles et orthogonales au plan 23 = 0
9 v 9 o/ o/ o / v /! N/ o //
m=m+my , m =m+m; et m =my +m
Exprimons maintenant les composantes tangentielles des champs magné-
tiques et les composantes orthogonales des champs d’induction sur la surface

2% = 0. Dans ce but introduisons le vecteur suivant pour décrire les points de
la surface de séparation des deux milieux.

1 2
Y=y e +y e
Les composantes du champ magnétique et du champ d’induction, sur la
surface du milieu magnétique, associées aux dipoles magnétiques mh, M et

I/ . N N a1 s
m’, respectivement paralleles et orthogonales & la surface du milieu magnétique
s’écrivent,

ﬁ()_L3(ﬁz‘|-y—arhj_~eg)y—(y2+a2)fr‘h”
=0 (/y2+a2)5
o 3(m-y—am, -e3)(—aes)— (y>+a?) m,
B (y)=12 () 3)(—a e3) — ( )

tn (Vo)

1 By e es) v (P ) ]

T Vit r @)

o/ Lo 3(771“3/—‘1-&1’713_63)(@ 63)—(y2+a2) mﬂ_

tn (Vo)

7y L 3(my-y—am| es3) y—(y>+a®) m|
H(y)_4 21 ,2)°
i (Vy* +a?)
. 3(my-y—am/ -e3)(—aes)— (y*>+a?) m/
" o) 1 3 3 €L
B,(y)=-— H

" (Vo)

La continuité de la composante du champ magnétique tangente a la surface
de séparation est assurée si et seulement si

my +m|=m| et m, —m =m
I =" + L=

Quant a la condition de continuité de la composante du champ d’induction
orthogonale a cette surface elle est satisfaite si et seulement si
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po (T =R ) = panj et po (LR ) = ph

De ces dernieres égalités on déduit aisément les expressions suivantes

— 2
i = Py el = Ly
Ho + Mo +
- 2
Mo + 1 Ho +

Pour déterminer la force subie par le porteur du dipole magnétique rn il
convient de déterminer d’abord ’énergie de liaison du systeme. Puisque

o 1 o
Blae) = {7 g [3(ea-m) eaot’]
o po 1 N
= Iaga 2]
Bo po—p 1 o 9

47 po+p 8ad

I’expression de cette énergie s’écrit

VY _ Mo po—p 1 c2 o2
E=-m-B(ae;3) 47T,u0+/18a3[2ml+m”}

Par conséquent, en vertu de la formule , nous pouvons en conclure que

Bo 3 Ho—p
47 8ar po+p

F,=— [2mi+ﬁ’tﬁ]63 et F”:O

Exercice 3.20

Un champ magnétique statique est produit par une aimantation permanente
M (x), la densité de courant électrique étant identiquement nulle. Montrer que

g B(z) H(x) dV(x) =0

Solution :

Dans cette situation le champ magnétique peut étre exprimé sous la forme d’'un
gradient du potentiel magnétique ®(x) et par conséquent

9 B(z)  H(x) dV(z) = — 9 B(x) - grad ®(x) dV (x)

- —/ (dw(é(x) B(z)) — &(x) div B(w)) dV(z) =0
R3
te tenu du théoreme de la divergence (2.57) et compte tenu de 'équation
. En effet le produit ®(x) B(x) décroit comme O(||z||~3) lorsque [|z|| —

Q.
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Chapitre 4

Solutions des exercices du
chapitre 4

Exercice 4.1%

Une boule de rayon R (centrée & l'origine) est formée d’un matériau conducteur
de résistivité p. Cette boule est soumise a 'instant ¢ = 0 a 'influence d’un champ
électrique "extérieur”, indépendant du temps, Eo(x) de la forme

(z1)? + (22)?2
R2
Sachant qu’initialement cette boule conductrice est neutre, déterminer le
champ électrique E¢qy(x) qui va s’établir lorsque I’équilibre sera atteint. Déter-
miner les lignes de courant qui correspondent a cet état d’équilibre.

Eo(CB) = EO €3

Indication : Traiter le probleme en coordonnées sphériques. Utiliser les
résultats présentés dans 'annexe C.3. S’inspirer des développements présentés
a la sous-section 2.5.6.

Solution :

Puisqu’en coordonnées sphériques,
72 (sin 0)?
R2

il suit de la formule (C.40) que le rotationnel de ce champ électrique est non-nul.
En coordonnées sphériques il s’écrit

EO(Ta0a¢) = EO (COSQ er(rvgvd)) —sinf 69(7",9,(,25))

Ey r sinf

rot Eo(r,0,$) = —2 7

eq(r,0,9)

Pour répondre a la question posée il faut commencer par déterminer le poten-
tiel ®(x) qui figure dans I’expression (4.8). Ce potentiel satisfait aux conditions
(4.9) et (4.10). Comme il ne peut pas présenter de singularité a 'intérieur de la
boule conductrice il posséde la forme générale

(6]



O(r,0,9) = Zaz r’ Py(cosb)

£=0

et il suit des formules (C.38) que les composantes correspondantes du champ
électrique ont pour expressions générales

0%(r,0,¢)

ET(T7€7¢) = T Zf ayp pt=1 P((COSG)
=1
1 0P( 9 . dP, 0
Ey(r,0,¢) = " 9%(r.9,¢) Zagr sm&%
1 7"797¢
E¢(’I“,97(b) = _’I’ sind (a¢ ):0

Par ailleurs, la condition (4.10), implique I’égalité

e (R,0,0)-Eqg(R,0,6) = Ey (sinf)? cosf =e.(R,0,¢)-grad ®(R,0,¢)

Z ¢ ap R Py(cosb)
=1

puisque présentement n(R,6,¢) = e.(R,0,$). L’identification des termes qui
figurent dans le deuxiéme membre et dans le quatrieme membre de la suite
d’égalités qui précede conduit aux résultats suivants

2 Ey 2 Ey ¢ bitrai
a; = az = — et ag arbitraire
1 5 9 3 15 R2 0
autrement ag=0 , VL#0, 1ou3

car, & l'aide des expressions (D.16), il est aisé de vérifier que

(sin@)? cosf = % ( Pi(cosf) — P3(cosb) )

Finalement, apres réduction des expressions

Eiqu(x) = Eo(z) — grad O(x)
2 Ep

= e [( r2—R2) cos 0 er(R,0,¢)—(2r2—R2) sin @ 89(R79,¢)}

A Dextérieur de la boule le potentiel satisfait aux conditions (4.11) et (4.12)
et il est continu a la surface de cette derniére. La forme la plus générale du
potentiel qui satisfait a ces conditions est la suivante

D(r,0,0) = Zbg =1 Py(cosb)

£=0

et la condition de continuité du potentiel a la surface de la boule implique les
relations
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bo b1 2FE R b3 3 2E, R
R =00 , ﬁ:alR: 3 et ﬁ:angf 5
autrement bp=0 , VL#0,10u3l

Donc le potentiel a 'extérieur de la boule s’écrit

R 2 Eg R /R\2 2 Eg R/R\4
O(r,0,6) = ap - Py(cosd (—)P 9) — (—)P 0
(r,0,9) = ag . o(cos 0) + 3 . 1 (cos 0) N . 3(cos 9)
Pour déterminer la valeur de la constante ag appliquons la loi de Gauss a la
surface extérieure de la boule conductrice. Il vient

/T:REéqu($)~d0'($) = /T:REo(w).da(w)—/T:Rgrad(I)(:c).da-(m)

Qo s @
Sur RP==
R T €0

En effet la contribution du champ E((x) a l'intégrale de surface est nulle de
méme que la contribution du champ électrique associé aux deux derniers termes
(dipolaire et octupolaire) du potentiel extérieur. Reste pour seule contribution
celle du premier terme en 7~!. Comme la charge totale de la boule est nulle la
constante ag prend la valeur ag = 0.

Pour I'étude du champ électrique interne de la boule conductrice il est alors
judicieux de revenir aux coordonnées cartésiennes. A l'aide des relations (C.34)
et de I'expression précédemment obtenue pour ce champ électrique interne il est
aisé de constater qu’a 1’équilibre,

E
Eiu(z) = 5 R? ]%2 [( 312 =2 R*—1r” cos(20) ) e

— 1 sin(20) ( cos¢ e; +sing ey ) }
2E,

= = |:<2(3;‘2—|—y2)—|—z2—R2)63—.732’61—@/2’62]

puisque

2 2 2 2 2
z4—a* — 2z \/x
cos (20) = 721/ , sin(20) = 72—'_3/ et =22 4+y?+22
r r
Le champ électrique présente une symétrie cylindrique et la composante selon
le vecteur de base ey(r,0,¢) est nulle. Il suffit donc d’étudier ce champ et les
lignes de courant qui en résultent dans le plan y = 0. Les lignes de courant sont
alors fournies par les solutions de I’équation différentielle

dz quu(ﬁﬂ) R%2 22222

dr  El (x) Tz

équ
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Or cette équation peut aussi s’écrire

d(z%2%)

_ 2 2
e _Qm(R x)

Il est alors aisé de constater que la solution générale de cette équation diffé-
rentielle s’écrit

202 _ 24 _ A
sa) = YT ot 0<|z|<R
X

Le symbole A désigne une constante d’intégration. Pour interpreter les lignes
de courant il convient d’écrire cette derniére constante sous la forme

A= a(l—-a)R* on 0<a<l1

Ainsi,

\/(xQ—aRQ)((l—a)RQ—xQ)
x
ol aR’<z%2< (1—0[)R2 et 0<a<1/2

z(x) =+

Grace a cette derniere expression il est finalement aisé d’esquisser la forme
des lignes de courant. A chaque valeur du parametre «
comprise entre 0 et 1/2 correspond une ligne de courant. Il est immédiatement
visible que ces lignes de courant sont des arcs du cercle de rayon R centré a 1’ori-
gine lorsque o = 0. A Pautre extréme, lorsque o = 1/2, les lignes de courant cor-
respondantes se réduisent aux deux points de coordonnées (z = +R/v/2,z = 0)
dans le plan Ozz. On notera 'existence d’une ligne de courant limite formée
du diametre x = y = 0, —R < z < +R pour laquelle la densité de courant est
nulle. Autrement, les lignes de courant forment une famille de courbes fermées
concentriques entourant les points (v = +R/ V2,2 = 0) précédemment évoqués.
Une étude plus complete des lignes de courant est tres aisée et laissée aux soins
du lecteur.

Exercice 4.2

On considere une boule conductrice de rayon R, de conductivité o et de constante
diélectrique e. Cette boule est située dans le vide. A 'instant ¢ = 0 elle est mise
en présence d'un champ électrique uniforme E. Déterminer 1’évolution du sys-
teme et ’état d’équilibre auquel il parvient sachant que la charge électrique
totale ) de cette boule est nulle.

Indication : Voir les commentaires faits a la fin de la sous-section 2.5.6 au
sujet du résultat (2.170).
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Solution :

Adoptons un systeme de coordonnées cartésiennes attaché au centre de la boule,
tel que le champ électrique uniforme s’écrive Eg = Ey e3. A linstant ¢ > 0 le
champ électrique effectif a l'intérieur de la boule conductrice est de la forme

E(z,t) = Ey — grad ®(x,t) ou ®(x,t) = f(z3,1)

Or initialement, en ¢t = 0, la densité de charge électrique a 'intérieur du mi-
lieu conducteur est identiquement nulle. Elle est par conséquent identiquement
nulle au cours du temps puisque, comme cela fut établi a la sous-section 4.2.2,
I’évolution de la densité de charge électrique au sein d’un milieu conducteur est
régie par la relation g(x,t) = q(x,0) exp (—t/7). Il en résulte que

0%f(a? 1)

d(x3)? =0

div(s E(:c,t)) = div(s (Eg —grad <I>(:1:,t))) = —¢
Dans ces conditions le potentiel électrique est de la forme

d(x,t) = f(2®,t) = —E(t) 2° + $o(t)

et par voie de conséquence la densité de courant prend la forme

jlx,t) =0 (Ey + E(t)) es

Dans ces derniéres expressions les symboles E(t) et ®g(t) désignent des
constantes d’intégration dépendantes du temps qui sont a déterminer. Notons
w(a,t) la densité de charge électrique & la surface de la boule conductrice. La loi
de conservation de la charge électrique implique que la dérivée par rapport au
temps de cette densité superficielle de charge électrique est fournie par 1’expres-
sion que voici a partir de la valeur limite de la densité de courant a la surface
du milieu conducteur.

Ow(x,t)
ot
En outre, il est manifeste que le potentiel électrique, respectivement a 1'in-
térieur et a l'extérieur a la boule, est donné par des expressions de la forme
suivante ol 'on a posé r = |||

=n(x)-j(x,t) =0 (Ey + E(t)) n(x) - e3

O(x,t) = Do(t) — E(t) r cosb lorsque 0<r <R
- 1
O(x,t) = g be(t) —7 Pe(cost) lorsque R<r
T
=0

En effet la seconde de ces expressions découle du fait qu’a l'extérieur de la
boule le potentiel ®(x,t) satisfait a I’équation de Poisson et tend vers 0 lorsque
||z|| tend vers linfini. Ensuite la continuité du potentiel & la surface de la boule
implique, V t > 0, les égalités

bo(t) = ®o(t) R, bi(t)=—E(t) R* et b(t)=0 ,V{>1
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Des expressions qui viennent d’étre obtenues pour le potentiel on déduit les
expressions qui suivent pour les composantes radiales du champ de déplacement
électrique a l'intérieur et a 'extérieur a la boule. Elles s’écrivent respectivement

Di(x.t) = ¢ (Eo+ E(t) cosf lorsque 0<r <R
1 2
xt _
D (x,t) = & (bo(t) 2 +b1(2) 5 Cos 9)
= ¢ ( (I)ORSt) —2 E(t) cosf ) lorsque R <r

Or selon la loi de Gauss, a la surface de la sphere on a la relation

w(z,t) = D¥(x,t) — DM (x,t)
= & (I)OT@ —[e Ey+ (20 +¢) E(t)] cosf lorsque |[z| =R

Par conséquent

Ow(x,t 1 d®y(t dE(t E
%_50 R %‘QEOJ%) CZE)COSQZU(EOJr (1)) cost
d’ou il résulte que
d®o(t) dE(t) o E,
- _ E(t
dt 0 et dt 250+5( o+t ())

Ainsi, puisque initialement E(0) = 0, il vient

E(t):EO(exp<—ﬁt)—1)

En outre, puisque la charge électrique totale du systéme est nulle, la condition
Po(?)

/ w(zx,t) do(x) = / €0 do(x) = 4meg R Op(t) =0
9B(0,R) 9B(0,R) R

doit étre vérifiée. Par conséquent il faut que ®4(t) = 0. Finalement

R3 1 p(t) =
d(x,t) = —FE(t) — cosf =
(@,%) ®) 72 6O drey ||z|3
ot p(t) = —4neg R® E(t) es

Rappelons enfin qu’a I'équilibre E(t) — —Ej. Ce résultat livre donc las-
pect dynamique rattaché a la situation d’une boule conductrice en présence d’'un
champ électrique uniforme en électrostatique.

Exercice 4.3

On considére un conducteur filiforme fermé «(¢) en forme de boucle circulaire
plane rigide de rayon a et de résistance électrique R. Quelles sont les forces que
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ce conducteur subit lorsqu’on le déplace dans un champ d’induction By uni-
forme et indépendant du temps? Le vecteur x((t) donne la position du centre
de la boucle circulaire & I'instant ¢ et le vecteur axial &(¢) en fournit la vitesse
de rotation autour de ce centre a I'instant ¢. La boucle circulaire est munie d’une
orientation axiale décrite par le vecteur axial 7(t). La figure décrit la situa-
tion envisagée.

Exprimer I'énergie par unité de temps qu’il faut fournir pour mouvoir ce
conducteur. Discussion du résultat.

Champ d’induction uniforme,
constant dans le temps ~(t)

&(t).& ni(t)

X,(t) ')

i
it

e}

FIGURE 4.1 — Déplacement d’une boucle circulaire filiforme rigide et conduc-
trice dans un champ d’induction uniforme et constant dans le temps. Le dépla-
cement de la boucle est la composition d’un mouvement instantané de trans-
lation et de rotation autour d’un axe passant par le centre de cette boucle.

Indication : On négligera les effets d’auto-induction, c’est a dire le fait que
le courant induit produit un champ magnétique.

Solution :

Notons I'(t) le disque plane dont le bord OI'(¢) coincide avec le cercle formé par
la boucle conductrice. Ce disque est muni d’une orientation axiale caractérisée
par un vecteur unité axial 7i(t) et le cercle v(t) est muni de orientation po-
laire correspondante compte tenu des conventions qui ont été adoptées dans cet
ouvrage. Le flux du champ d’induction au travers de la surface I'(¢) s’écrit

F(t) = By - d&(x) = 7 a® By - n(t)
()

La position du cercle conducteur est donnée par la position xq(t) du centre
de celui-ci et par le vecteur axial #(¢) qui en fixe l'orientation. Le mouvement
est donc composé d’un mouvement de translation instantanée de vitesse vo(t) =
dxo(t)/dt et d'un mouvement de rotation instantanée de vitesse angulaire &(t)
autour du centre x((t). Ainsi

et il suit de la loi d’induction de Faraday que l'intensité I(¢) du courant qui
parcourt la boucle est donné en fonction du mouvement par la relation
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%it):ﬂag Bo~%§t):ﬂ'a2 BO'(‘:’(t)/\’h(t))Z—RI(t)

Par ailleurs la force de Laplace totale F'(t) subie par la boucle est nulle
puisque

F(t):/ I(t) de ABy=0 car de =0
ar(t) or

Quant au moment M(t) des forces de Laplace par rapport au centre de la
boucle, il est fourni par expression

M(1)

/ (@ — @o(t) A (I(t) dw A By)
ar(t)

19

I(t) /am) ((x—=mo(t) - By) dw = I(t) /am) (z - By) dx

puisque, pour tout & € 9T (t) I'égalité (x —x(t))-da = 0 est vérifiée. Il convient
ensuite de remarquer que quel que soit le vecteur u € R2 on a la suite d’égalités
que voici

u- EOA(mAdw):/
aT(t) aT(t)

/ar(t) (- (B @) grad (u-2) + (u-2) grad (B, -@)) - do

(—(Eo-m)u+(u-m) EO)-dx

/8F(t) (— 2 (Bow)) grad (u:I:) + grad [(uw) (Bow)D -dx
= 2u~/0r(t) (BO'a:) dx

La derniere égalité de cette suite d’égalités découle du fait que l'intégrale
du gradient d’une fonction sur un chemin fermé est nulle. Compte tenu de ce
dernier résultat

EOA(mAdm):—Q/ (éo-w)dm

ar(t) ar(t)

et par conséquent, finalement

— BQ/\(:E/\dw):WCLQI(t)ﬁ(t)/\BO
2 Jorw

Déterminons maintenant la puissance qu’il faut fournir pour imposer le mou-
vement prescrit. Cette puissance est donnée par 'opposé de I'intégrale, étendue
au contour du conducteur filiforme, du produit scalaire de la force de Laplace
subie par un élément infinitésimal du conducteur par la vitesse de ce dernier
élément. Formellement
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dt

Il
\
~
=
—
ool
o
>
&
=
>
)
\
8
<
Q
8

Ensuite si, dans la relation établie plus haut, on remplace le vecteur u par le
vecteur &(t), on obtient expression suivante pour la puissance qu’il faut fournir
pour maintenir le mouvement prescrit. Plus précisément

dE B ) (o) . de) — LD EE) 5 A (2 A do
g I(t)/am)(Bo ) (@) do) = /ar(t)(Bo/\( A dz))

= I(t) ma® &(t)- (Bo An(t)) = —I(t) m a® By - (&(t) A (1))
Finalement, compte tenu de ’expression

71'(12 -

I(t) = — By - (@(t) Afi(t))

obtenue précédemment pour le courant I(t), on aboutit & la formule

dE (ma®)? o
dt R

qui est le résultat cherché.

Exercice 4.4

11 s’agit de généraliser les formules (4.41) et (4.42) a la situation dans laquelle un
courant électrique regne dans une région bornée I' de ’espace qui est occupée
par un milieu magnétique de susceptibilté magnétique p alors que 'extérieur
de cette région est le vide de susceptibilté magnétique g et qu’aucun courant
électrique n’y circule.

Solution :

On commence par poser

v _ 1 [iyn(z—y)
ST S TR

Il est ensuite aisé de constater que

rotHy(x) = j(x) et divHy(x) =0
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En effet, vu la formule (2.72), expression de H(z) peut aussi s'écrire

Hy(z) = ﬁ/rgmdw(m) AN3j(y) dV(y)

rota( o [ V)

Par conséquent il suit de la formule (2.61) que divHy(x) = 0. En outre,

~ i ~ ~ ]. ]
rotHy(x) = rot rot( E/ ij(y)yH dV(y) )
e —

= grad div (‘1171'/1“”5'3‘7(% dV(y)) - A (;Am dV(y))
= Jj(=)

en vertu des résultats établis sous (3.19) et suivants. Notons H (z) le champ
magnétique produit par les courants localisés dans le milieu I'. En vertu de la
loi d’Ampere,

-

rotH (x) — rotHy(z) =0

et par conséquent

rotH (x) = rotHy(x) — grad ®(x)

ot le symbole ‘i)(:c) désigne un potentiel magnétique, continu dans tout I’espace,
et qui reste a déterminer. par les conditions aux limites. Il suit de la condition
divB(x) =0 que divH (x) =0, V x ¢ OT'. Autrement dit

div grad ®(z) =L d(x) =0 , Va¢dl

Soit & € JI'. Notons n(x) le vecteur unité, orthogonal & la surface 9I' au
point x et orienté vers l'extérieur du domaine I'. La composante du champ
d’induction orthogonale a la surface dI" doit étre continue. En d’autres termes

Lo elirilon(m) (Ho(z + € n(z)) — grad &(z + ¢ n(z)))

9

= LU Elirﬂon(w) - (Ho(x — € n(x)) — grad Pz —e n(z))) , Vo €l

Or le champ de vecteurs Ho(x) est continu en tout point de la surface T
et par conséquent on peut écrire

Elililon(x) - (po grad bz +en(x) —pgrad Oz —e n(x)))

= (wo—p) n(x) Ho(x) ,Vaxedl
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On constate qu’on est ici confronté a un probléme qui est 'analogue formel
du probleme d’electrostatique qui consiste a déterminer le potentiel associé a
une distribution superficielle de charge électrique sur la surface de séparation de
deux milieux de constantes diélectriques de valeurs différentes. Dans une telle
situation il existe une "fonction de Green” G(«, z) ol z € 9T, qui ne dépend que
de la géométrie du domaine I' et de la valeur des constantes p et ug, telle que

d(z) = % | Gla.2) n(z) - Ho(z) do(z)
= Ho = 1 T,z ] zZ)-aocl\z
= Bl [ Glaz) Ho(z) -do(z

Puisque

Ny G(x,2)=0 ,VYagol

alors, en vertu du résultat (2.69), il existe un champ de vecteurs F'(z, z) tel que

grad, G(x,z) =rot, F(x,z) ,¥Vx¢dl

qui de plus satisfait a la condition "de jauge”

divg F(x,2)=0 YV

Disposant du champ de vecteurs F’(:c, z) on peut alors exprimer le gradient
du potentiel magnétique a ’aide de la formule

grad ®(x) = M047 a
7T

rot [ F(x, z) (1A‘WM dV(y)) ~do(z) }

or A Iz —yl?

Pour la commodité d’écriture introduisons la matrice 3 x 3 d’éléments

Liy(x,y) = 1 /é)r (e F(z,2)) (er A (z— y)) - do(z)

dn Iz —yll®

Ainsi, lorsque & € intI’, le potentiel-vecteur du champ d’induction associé
aux courants s’écrit

R Yik _ ‘ ok
Ai(x) = 47r/r(”m7y” (o — 1) Lm(w,y)) i"(y) dV (y)
et lorsque x € I il s’écrit
() = MO _ ik . ik
Ai(x) = 47T/F(”m_y” (o — 1) sz(%y)) 7" (y) dV(y)
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Finalement, partant de la formule (4.41) on parvient & ’expression suivante
pour ’énergie magnétique

B = 3 [ Al)-ile) avia)

- % /F/Fji(m) (g;k — (1 — po) Lik(az,y)) " (y) dV(x) dV (y)

= -y

ou encore a I'expression symétrique,

-
Em787r\/1“/1"
<) (2 (e o) PSR i) av(a) avy

Ce résultat est une généralisation du résultat (4.42). Dans cette approche la
détermination de la fonction G(x, z) est un probleme difficile pour la solution
duquel diverses méthodes d’approximation peuvent étre utilisées. Soulignons
pour terminer que le probleme dans lequel le domaine I' est une boule peut
étre traité analytiquement en s’inspirant des méthodes de calcul présentées en
électrostatique.

Exercice 4.5
On considere deux conducteurs filiformes circulaires 7y; et o de rayons R; et

Ry situés dans des plans paralleles distants de a et centrés sur le méme axe
perpendiculaires a ces plans. La figure 4.54 décrit la situation envisagée.

FIGURE 4.2 — Couplage inductif entre deux courants filiformes circulaires
situés dans des plans paralleles et dont les centres sont situés sur une méme
droite orthogonale a ces plans.

Calculer de maniere approchée le coefficient d’induction mutuelle L5 lorsque
la distance d = v/(R1 — R2)? 4 a? est beaucoup plus petite que le rayon moyen

R =+vR; Rs.
Indication : Le résultat auquel il faut parvenir s’écrit

8 R

Lis=po R [ 1n( )72+O(d/2R)
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Solution :

Les équations paramétriques des courants filiformes 7; et v, s’écrivent

z(a) = Rl(cosa e; +sina 82) —1—3 es

et
. a
y(B) = Rg(cosﬂ e +sin 8 62) ~3 es3
et donc

de(a) = Rl( —sina e + cos ez) da
et

dy(8) = Rg( —sin B3 ey + cos 8 62) ds

Partant de I’expression particuliere donnée au début de la sous-section 4.4.2
pour le coefficient d’induction mutulle Li5 de deux courants filiformes, il vient

2m 2 . o
Ly — ng o a5 Ry Ry cos(a— )
™ Jo 0 \/(Rl—R2)2+a2+2R1 Ry (1—cos (a — B))
_ pmo R /27r cosa da
= ),

\/772 + (1 —cosa)/2

Dans le dernier membre de cette suite d’égalités on a posé

R=vVRi R d=+/(R1—R2)?+a* et 772%

Procédons au changement de variable d’intégration de o en u = sin («/2).
En terme de cette nouvelle variable d’intégration

cos o do du

wo R [T b — 22
Lz = 2 = Ho R /2 + 02 \/ 2
0 \/772+(1—cosa)/2 o Vnttutvl-u

Pour procéder a l'intégration du second membre de cette expression com-
mencons par relever que

d 1 (qu n2+u2) 1
— n =
du N 14/ +1 VP +u

Cette remarque nous permet procéder a une intégration par partie de l'ex-
pression précédente du coefficient d’induction mutuelle Lqs. Il vient
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u+ n2+u2) 1—2u% 1

Ly = MOR{ln(l—k\/n?—%—l \/1—u2‘0

[[an (B 412
ot ()
() 4 oney)

- ﬂOR{ln(i)/Oldu 1nui(\1/1_271;2) +0(n) |

Pour ce qui concerne l'intégrale qui figure dans le dernier membre de cette
suite d’égalités il suffit de constater que

/ldulnu(1_2uz)

0 V1—u2

_ 1nu(1—2u . ‘1 /1du (1—2u 1)
V1-—u2 0 0o U \y1—u?

/1 du( 2u \/17u2>

0 Vi a2

[—2VI—w+m(1+V1-)] ‘1:2—1112

0

Finalement,
S8R
Lis=po R [ In (7) — 2+ O(d/2R) }
Exercice 4.6

Soit un solénoide de rayon R, infiniment long, constitué de N spires par unité
de longueur. Calculer le coefficient d’auto-induction par unité de longueur de ce
solénoide lorsque le milieu est le vide.

Indication : Utiliser le résultat de I'exercice 3.3. Lorsque I’enroulement du
solénoide est parcouru par un courant d’intensité constante le champ magné-
tique a l'intérieur du solénoide est uniforme et orienté selon I’axe du solénoide.
A Dextérieur du solénoide le champ magnétique est nul.

Solution :

L’axe du solénoide est supposé orienté selon I'axe Oz3. Vu la loi d’Ampere,
lorsque ’enroulement du solénoide est parcouru par un courant d’intensité I,
I'intensité du champ magnétique a l'intérieur du solénoide s’écrit

Hs = NI
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et par conséquent 1’énergie magnétique par unité de longueur du solénoide a
pour valeur

dFE,,
dx3

H3)? 2
= R2 M0(23) = o R2N25

De ce résultat on déduit que le coefficient d’auto-induction par unité de
longueur vaut

dL

@ = o R2N2

Exercice 4.7

Meéme question que dans ’exercice 4.6 mais pour une bobine toroidale réalisée
en enroulant en couche unique N spires sur un tore de rayon R et de section
circulaire de rayon r, lorsque /R < 1. La figure 4.3 décrit la situation considé-

rée.

Comparer le résultat obtenu avec le résultat de ’exercice ex.4.6.

(p.2)
u «
- p
y
. r
section
-7

@ = const.

‘A

FIGURE 4.3 — La figure a) représente une bobine toroidale. On notera que
I’enroulement du fil conducteur n’a été que partiellement représenté. La figure
b) représente une vue en coupe du tore selon un plan d’angle azymutal ¢ =
constante et définit les coordonnées utiles pour traiter le probléeme.

Indication :

6

NpoNzR r2 1t r
L+ i +O5)]

Solution :

Plagons-nous en coordonnées cylindriques I'axe z coincidant avec I’axe de symé-
trie cylindrique du tore. Lorsque ’enroulement qui constitue la bobine toroidale
est parcouru par un courant électrique d’intensité constante I, le champ magné-
tique extérieur est nul. A l'intérieur du tore ce champ a pour seule composante
non-nulle la composante H, #- Par raison de symétrie cette composante est indé-
pendante de 'angle ¢ et il suit de la loi d’Ampére que

o NI
H

¢ = 2mp

89



11 est ici supposé que 'orientation du vecteur €4(p, ¢, z) est en accord avec
le sens de rotation du courant (tire-bouchon). Dans ces conditions ’énergie
magnétique E,, s’écrit

R+T +4/72=(p—R)? 2 NI
5w/ =), o ()
r2 (p R)? 0 27Tp
Les intégrations relatives aux variables ¢ et z sont immédiates. Il vient

po N? I? /R+’“ gp V20— R)?
2

E, =
R—r P

Pour la suite il convient d’effectuer le changement de variable d’intégration
dicté par la relation p = R + r u. Suite a ce changement

po N2 12 v2 (H1 /1 — 02
E,=——— duy ————
2m 1 R+ru
Or,
+o00 k
1 (=r)" &
= Z u® lorsque |ru/R| <1
k+1
R+ru = R

et par conséquent

2 72 ,.2 £© kol

o N°I7r (=r) ko / 2

E,, = o ZRkH B du u 1—u

k=0

Mais seuls les termes pour lesquels & est pair apportent une contribution non
nulle. Posons donc

+oo 2 +1
Lo N2 I? p2 ren N 2n
E, = o E Tt J, ou J,= ) du u™ /1 —u?

n=0 -

Or

+1 _
Jy = / duuQ"—li(\/l—u?)3

1 3u du

-1 2n—1 3 |*1 i d 2an—1 3
= ?[UL ( 1—u2) ’_1—/_1 du%u" ( 1—u2)]
1 +1
= 3 du (2n —1) u?" 2 (1 —u?) /1 — u?
1
2n—1
— ”3 (Ju1 —J) , ¥n>1
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Autrement dit

2n+1) J, = (2n—1) Jo_q et Jozg

et par conséquent

(2n — 1N

Jp =
" n+ 2!

Finalement, compte tenu de ce dernier résultat

+oo
2n_ ]_ ” fr2 n+1
v i(7)
MO RZ TL+ 1 R2

poNzR
T{ﬁ

h
Il

2 2

+3(m) +o((&)]

T2

Q

Exercice 4.8

On considere un conducteur filiforme de forme circulaire de rayon a, de résistance
R et de coefficient d’auto-induction L. Il est fixé selon un diametre sur un axe
de rotation fixe perpendiculaire & un champ d’induction uniforme et constant
dans le temps Bg. La figure 4.4 illustre la situation considérée.

AX X2

N

axe de rotation

FIGURE 4.4 — Conducteur filiforme en forme de boucle circulaire, plane et
rigide, en rotation autour d’un axe contenu dans le plan de cette boucle et
passant par le centre de celle-ci. Cette boucle conductrice est en présence d’un
champ d’induction uniforme, constant dans le temps et orthogonal a ’axe de
rotation de cette boucle conductrice.

On fait tourner ce dispositif avec une fréquence v autour de ’axe de rotation.

1. Quel est I'intensité du courant qui s’établit en régime permanent dans ce
conducteur 7

2. Quel est le couple qu’il faut exercer sur I’axe de rotation pour maintenir
le mouvement de rotation a fréquence v ?

3. Quelle est la puissance qu’il faut fournir a chaque instant et en moyenne
dans le temps ?
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Solution :

Soit w = 27v la pulsation associée au mouvement de rotation de la boucle
conductrice. Le flux F(¢) du champ d’induction By au travers de cette boucle
a l'instant t s’écrit

F(t)=ma® By cos(wt) ot By=|By

ol w t est la valeur de ’angle entre la direction de ce champ d’induction et
Iorientation axiale de la boucle associée, selon nos conventions, au sens positif du
courant qui parcourt cette boucle. Par conséquent, en vertu de la loi d’induction
de Faraday et selon (4.56),

are) _
LW-l-RI(t)——

dF(t o
%:Uo sin(wt) on Uy=wma® By
Puisqu’en régime permanent

I(t) = Ip sin(w t — 0)

I’équation différentielle qui précéde implique que 1’égalité

wLIycos(wt—08)+R Iy sin(wt—35)=U sin(w t)

soit satisfaite & chaque instant. Par conséquent il faut que

(wL sind + R cosé) Ip=Uy et wL cosd—R sind=0
Autrement dit

w L UO
tand =" et h= s

et 'intensité du courant en fonction du temps s’écrit

R2+w? L2

Voila qui répond & la premiere question. Pour aborder la deuxieme question
commencons par supposer que le champ d’induction est orienté selon 1'axe Ox!
et que l'axe de rotation du conducteur circulaire est orienté selon 'axe Ox2.
Ainsi @ = w &,. Situons les points de ce dernier conducteur filiforme a 'aide de
l’angle ¢ qui est 'angle que forme le vecteur & qui caractérise le point considéré
avec I'axe Ox2. Le vecteur qui situe le point associé & l'instant ¢ & l'angle ¢
s’écrit

I(t) (Rsin(wt)—w L cos(wt))

x(¢,t) =a ( —sing sin(wt) e; + cos¢ ez +sing cos(w t) e3 )

Par conséquent

da(¢,t) =a ( —cos¢ sin(wt) e —sing es + cos¢ cos (w t) e3 ) do
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Gréace aux résultats qui précedent on est en mesure de déterminer I’expression
moment total di aux forces de Laplace qui s’exercent sur la boucle conductrice.
Elle s’écrit

/g

~
~—"
I

I(t)/o " (60) A (de(ét) A By )
= I(t)/0 ! [ = (z(¢,t) - dz(,1)) Bo + (x(¢,t) - Bo) dz(¢,t) |

27
— 1) / (@(.1) - By) de(o,t)

puisque les vecteurs x(¢, t) et dax(p,t) sont orthogonaux. Par conséquent

. 27
M(t) = a® By I(t) / sin¢ sin (w t)
0

X

(cos¢ sin(wt) e; +sing ez —cos cos (w t) e3) do
= ma® By I(t) sin(wt) ey

Finalement, compte tenu de la forme explicite de l'intensité du courant, on
obtient I'expression

M(t) = 7ma? By I, sin (wt—19) sin(wt) eq
2)2 32
= M( cos§ (sin(w t))* —sind cos(w t) sin(wt) ) es

VRt o2 I

ou encore

w (m a?)? B2 cosd — cos (2w t — 0)

ME) = 2 VRt

Par conséquent la valeur moyenne du moment des forces au cours du temps
vaut

w (m a?)? B2 R
2 R? +w? L2

ﬂ: €9

La puissance instantanée qu’il faut fournir pour maintenir la vitesse de ro-
tation a donc pour valeur
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27 T o
P(t) = —I(t)/o W'(dm(@t)/\Bo)

= I(t) /0% (% Aéo) - dz (¢, t)

2m

= I(t)/ (—w By a sing sin (w t) 63/\61)'dw(¢,t)
027r .

= I(t)/ w By a® (sin¢)? sin(w t) do
0

= ma®w By I(t) sin(wt)

puisque

M = —wa sing (cos(w t) e —l—sin(w t) 63)

ot
Finalement, compte tenu de la forme explicite de l'intensité du courant, on

parvient a ’expression finale que voici

o, R (sin(wt))2—w L sin(wt) cos(wt
P(t):(ﬂ' a2)2 w2 Bg ( ( )) R2+w2 Lg( ) ( )

En particulier, la puissance moyenne au cours du temps qu’il faut fournir
vaut

y: (7 a?)? w? B2 R
2 R? 4 w? L?

On constate aisément que cela correspond a la puissance moyenne dissipée
par la résistance R du conducteur filiforme en rotation.

Exercice 4.9

On consideére deux tubes de courants fermés 1 et 7o réalisés par deux mi-
lieux conducteurs. Soient Ry et Rs les valeurs des résistances respectives de ces
tubes fermés. Soient encore L;;, 4,5 = 1,2 les coefficients d’induction mutuelle
et d’auto-induction correspondants. La figure 4.5 illustre la situation qui nous
concerne.

Discuter les régimes de courant possibles lorsque ce dispositif n’est pas sou-
mis a des influences extérieures. Discuter la situation particuliere dans laquelle, a
Pinstant ¢ = 0, Pintensité du courant dans le tube ~; vaut I;(0) = Iy alors qu’au
méme instant intensité du courant dans le tube 2 est nulle, donc I3(0) = 0.

94



|1(t) Iz(t)
— EALARS

|
|
|

Rl Lll : L22 RZ
|
|

71 72

FIGURE 4.5 — Schéma de principe représentant deux tubes de courant couplés
magnétiquement et sans influence capacitive.

Solution :

Notons respectivement I (t) et Is(t) les intensités de courants qui parcourent
les circuits 7; et 72 a l'instant ¢. Les équations qui gouvernent I’évolution de ces
circuits électriques s’écrivent

dI(t) dl(t) _
Ly T + Lo 7 +R Li(t) = 0
dl; (¢ dls(t
I S5+ L 2 R () = 0

Si Pon résout ce sytéme d’équations linéaires par rapport aux dérivées d1; (t)/dt
et dI,(t)/dt on obtient

d]l(t> o 7L22 R1 Il(t) +L12 R2 Ig(t)

dt Li1 Lyp — Lia Loy
dlg(t) _ —L11 Rs Ig(t) + Loy Ry Il(t)
dt Ly Log — Lo Loy

Pour la suite il convient de poser

1 Loy Ry 1 Ly Ry
711 L1y Log — Lyg Ly ’ Ti2 L1y Log — Lip Ly
1 L1 Rs 1 Loy By
Toa L1y Log — L1 Loy ’ Tor L1y Log — Ly Loy

Le systeme d’équations différentielles linéaires couplées qui précede peut
donc s’écrire sous la forme

dI(t) 1 1
- L)+ — L
dt T11 1()+7_12 2(8
dI5(t) 1 1
—_— = — I (t) — — Ix(t
dt +721 1t) To2 2(t)

Pour l'intégrer partons de la premiere équation différentielle ci-dessus pour
exprimer I5(t) en fonction de I;(t) et de la dérivée dI;(t)/dt. Il vient
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dh(t) + 2 L(t)

[Q(t) = T12 dt p_

Ensuite remplacons I5(t) par cette derniére expression dans la seconde des
équations différentielles. On parvient ainsi sans difficulté a 1’équation différen-
tielle du second ordre que voici pour I ()

T (e ) S (L - ) oo

T11 T22 T11 T22 T12 T21

11 est bien connu (sauf cas exceptionnel) que la solution générale de cette
derniere équation différentielle est de la forme

L(t) = I exp(—t/74) + I exp(~t/r)

ou

1 1/1 1 1 11\2 4

C A

T+ 2\T11 Too Tl T22 T12T21
Par conséquent,

1 1 1 1

L(t) = 112 (E - Z) Iy exp (=t/74) + 712 (E - Ti) I_ exp(—t/7-)

Pour exprimer ces résultats de maniere condensée introduisons finalement la
grandeur a définie par la relation

sinh (a) = vz ( ! ! )

2 Ti1  To2

Avec cette convention d’écriture

1(t) = [ 72 —exp(~a) L exp(~1/ry) +exp (a) I exp(~t/7-) )

Discutons pour terminer la situation particuliere proposée dans 1’énoncé de
I'exercice. Dans ce cas, vu les conditions initiales

I,+1I_=1Ip et —exp(—a)ly+exp(a)l-=0

Par consequent

7. — Io exp (+a)
79 “cosh (a)

et
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o T2 (exp(~t/m) +exp (—t/m)

IL(t)= ———
2(t) 2 cosha \ 791

Exercice 4.10.%

Revenons a 'exercice 4.7. Supposons que la bobine toroidale, réalisée en enrou-
lant en couche unique N spires sur un tore dont ’axe forme un cercle de rayon R
et dont la section est circulaire de rayon r << R, est parcourue par un courant
alternatif d’intensité I(t) = Iy sin (w t) ou le symbole w désigne la pulsation de
ce courant alternatif. La figure 4.6 donne une illustration de la situation envi-
sagée.

Apparait-il un champ électrique au voisinage du tore? Si oui, quel est-il a
Iintérieur et a l'extérieur du tore?

& Axe de symétrie
cylindrique du tore
€9

=

~
—

~
~—
S
3
=)

b~

7

Spire parcourue par

k » P
r
le courant électrique

alternatif d’intensité I(t)

N

R

< »
< »

FIGURE 4.6 — Un enroulement uniforme d’un fil conducteur sous la forme
d’un tore (voir 4.55 a) ) est parcouru par un courant alternatif. Ce courant
produit un champ magnétique variable au cours du temps a l'intérieur du tore.
Par la loi d’induction de Farady ce champ produit alors un champ électrique.

Solution :

Plagons-nous en coordonnées cylindriques, I’axe z coincidant avec I’axe de sy-
métrie cylindrique du tore. Il ressort de l'exercice 4.7 que lorsque ’enroulement
qui constitue la bobine toroidale est parcouru par un courant électrique d’in-
tensité Iy sin (w t), le champ magnétique extérieur est nul. A l'intérieur du tore
ce champ a pour seule composante non-nulle la composante ﬁ¢(p, ¢, z,t). Par
raison de symétrie cette composante est indépendante de 'angle ¢ et il suit de
la loi d’Ampere que

N Ij sin(w t)

Hy(p, b, 2,t) = 2
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Le champ d’induction ainsi produit est dépendant du temps et il suit de
la loi d’induction de Faraday qu’il induit un champ électrique E(x,t). Plus
précisément

o OB(x,t N Iy cos(wt) .
ot Bo,t) = 2000 -y TS g

Pour des raisons de symétrie nous devons exclure la possibilité que le champ
électrique induit présente une composante non nulle selon le vecteur de base
es(p, ¢, 2). Autrement dit

Ey(p,d,2,t) = 0.

Dans ces conditions, compte tenu de la formule (C.30),

. _10E(é 1)
rot E(x,t) = p 90 ey(p, b, 2)
aE IR 7t aEz A 7t 1 aE IR 7t
o p(pafz ) (pafz >>e¢(p,¢,z)_pp<pajz>ez(p,¢,z)

Par conséquent la loi d’induction de Faraday implique les égalités

OE.(p, ¢,2,1)

¢
OE,(p,¢,2,t) OFE.(p,¢,z,1t) N Iy cos(wt)
_ = —ppw 2

0z ap 21 p
aEp(p, 9, Z,t)

o

En d’autres termes les composantes E,(p, z,t) et E,(p, z,t) du champ élec-
trique sont indépendantes de l’angle ¢. Par ailleurs, il faut encore que la diver-
gence du champ électrique soit nulle. En vertu de la formule (C.29) cela implique
que ces dernieres composantes satisfont en outre a ’équation aux dérivées par-
tielles

OE.(p, z,1)

0z =0

( p Eﬂ(paz7t) ) +

D=
SIS

Or cette condition est satisfaite si et seulement s’il existe une fonction X (p, z, t)
telle que

0X aZ7t 0X ,Z,t
p E,(p, z.t) = % _9X(pz 1)

PEz(Pazvt) = ap

Par conséquent la loi d’induction de Faraday est vérifié des lors que

0 10X(pzt) | 01 0X(pt) _ E()
dz p 0z ap p op B P
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Dans cette derniere relation on a posé

N I
E(t)=pow

27r0 cos (w t)

Le probléme se ramene donc essentiellement a la résolution de I’équation aux
dérivées partielles

PX(p,zt) PX(p,zt) 9X(p2t)

Pour traiter ce probléme les coordonnées u et 6 définies par les relations

z=wursinf e p=R+4wur cosf ou 6€[0,2r] e uec|[0, 1]

sont plus appropriées que les coordonnées initiales p et ¢. Il est utile pour la suite
d’introduire les vecteurs orthonormés e, (u, 0) et eg(u, ), associés aux nouvelles
coordonnées u et . Pour le point (p, ¢,z) = (u, $,0) ces vecteurs sont fournis
par les relations

eu(ua(bv 9) = cos ) ep(pv ¢,Z) +sind ez(ﬁa (,25,2)
69(u7¢a 9) —sind ep(pv qb,Z) +cos @ ez(padj)'z)

Ensuite remarquons que

9 _ 6 9 +7r sinf —
9 7 COS ap rs ER
9 _ ind 9 + 0 9
% - uTr s p U T Cos %
et qu’inversément
0 1 sinf 9 0
87) = ; ( - w % + cosf %)
0 1 7/ cosf O . 0
& = ; ( w % + blne %)

En termes des coordonnées u et 6 I’équation aux dérivées partielles qui pré-
cede s’écrit donc

R+wur cosé (i 02X (u,0,t) 02X (u,0,t) 1 8X(u,9,t)>
72 u? 06? ou? u ou
1 (sin9 0X (u,0,t)

—cosd w) =—E(t) (R+ur cosb)

r u 00 ou

Pour alleger ’écriture il est commode d’introduire 'opérateur différentiel
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=z () () *u o

L’équation aux dérivées partielles qui précede peut donc encore s’écrire

r sinf 0 0
DXWﬁﬂ+Rp“m0D+775?f%9% X (u,0,1)
- _E{)r?— % E(t) r* u cosd

Avant d’aborder le traitement de cette équation aux dérivées partielles dé-
terminons encore les expressions des composantes E,(u, ¢,0) et Ey(u, ¢,6) du
champ électrique. Elles s’écrivent

Eu(ua¢»9,t) = cosf Ep(pv d)azvt) + sin 6 Ez(p7 d)vzvt)
cos 6 8X(,0,¢,z t) sinf 90X (p, ¢, z,t)
p p dp

cosf 1 cos@ 8 0
2000 g L)X 0.0.0)
sinf 1 sm9 0 0
- ( - 3 ——i—cose Pu )X(U7¢797t)
00

p
1 1
p U
et

Eg(u,¢,0,t) = —sinb E,(p,¢,z,t) +cost E.(p,¢,2,1)
__sinf 0X (p, @, z,t) _ cost 0X (p, @, z,t)
B P 0z P dp
sinf 1 scos@ 9 0
= 77p ; ( w % =+ sin 6 87> (U,QS,H,t)
cosf 1 sinf 9 )
— P ; ( w % =+ cosf %> (u,¢,9,t)
_ 11 0X (u,¢,0,t)
B pr Ju

Notons ensuite que la symétrie du systeme impose que la composante
E,(p,¢,z,t) est impaire par rapport a la variable z alors que la composante
E.(p, ¢, z,t) est paire par rapport & cette méme variable. Par conséquent on
peut en conclure que la composante F,(u,®,0,t) est une fonction impaire de
la variable 6 alors que la composante Ey(u,¢,0,t) est une fonction paire de
cette méme variable. Quant aux conditions aux limites auxquelles la fonction
X (u,¢,0,t) est assujetie, elles sont les suivantes. La composante E,(u, ¢, 0,t)
du champ électrique est identiquement nulle & la surface du tore. Autrement dit

0X(u,,0,t)

1
u 00 u=1

Eu(u,¢,0,t)] _, = =0 ,VY0eto

1
pr
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Pour traiter le probléme posé développons la fonction X (u, ¢, 6,t) en série
de puissance du rapport r/R. Posons

X(u, ,0,1) = ZX [6,0,1) (R)n

n=0

L’introduction de ce développement dans 1’équation aux dérivées partielles
pour la fonction X (u, ¢,0,t) suivie de I'identification des termes de mémes puis-
sance conduit aux relations de récurrence que voici. Pour n =0

D Xo(u,$,0,t) = —E(t) r*

et pour n >1

D X, (u,,0,t) + [u cos® D+ —— — —cosf 9 Xn—1(u,¢,0,t)
U
= —E(t) r* 61, u cosf

Par conséquent pour n = 0 il est aisé de constater que

2

m oo
Xo(u, ¢,0,t) = —E(t) r? s + Za()k u® cos (k )

ou les symboles agr, , Kk = 1, 2, ... désignent des constantes arbitraires. On
notera que la constante agg ne joue aucun role et peut étre écartée. Quant aux
conditions aux limites elles imposent les égalités

Xo(1,6,0,t >
a‘)(a’?’);ka% sin(k0)=0 dott agr=0 ,YVk=1,2,..
Finalement

u2

XO(U>¢797t) = _E(t) T2 Z

Considérons ensuite le cas n = 1. On a

sinf 0O
u 00

0
DXl(u,¢,0,t)+<u cosf D + cos@a )Xo(u,¢,0,t)
U
= —E(t)r*u cosf
Donc, compte tenu de I'expression de Xo(u, ¢,0,t) obtenue précédemment,
il vient

E(t) r?
() r u cosf

D Xl(u7¢797t) ==
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Par conséquent

E t 2 3 >
X1(u,¢,0,t) = — (2) ! % cos&—l—Zalk u® cos (k)
k=1
ou les symboles a1, & = 1, 2, ... désignent des constantes arbitraires. Les

conditions aux limites quant a elles imposent que

X,(1,¢,0,t)  E(t)r? 1 =
0 1(8’5’ t) _ (Q)T 3 sinOf’;kalk sin (k 0) =0
E(t)r? 1
et par conséquent aiq = (2)r 3 et a1x=0 VEk>1
Par conséquent
E(t) r?* u® —
X1 (u,0,0,t) = — (2)r YU osh
Lorsque n = 2 il vient
E(t) r? w2 2u?+1
D Xs5(u,¢,0,t) = 1 [ 3 (5) cos (20) + — }

et par conséquent

E(t) r? 4 Lrund 1 u\2 >
Xo(u,¢,0,t) = (i " { (g) cos (2 0) + 5(%) + 1(%) } +Za2 r uf cos (k 6)
ou les symboles asr, & = 1, 2, .. désignent des constantes arbitraires. Les
conditions aux limites quant a elles imposent que

2 oo
aXQ(la’;S’e’t) :_E(tir 2—13 sin (2 9)—Zk az k sin(k 6) =0
k=1

E(t) r? 1
4 24

et par conséquent ag 2 = — et ag, =0 Vk#2

Finalement,

Xy, 6,0,0) = E(zz r2 [ u42_4u2 cos (2 0) + }(u)4+ 1 (u>2 }

Et ainsi de suite, pour n = 3, 4, ....

Enfin, pour les composantes E,, (u, ¢, 0,t) et Eg(u, ¢, 0,t) du champ électrique
induit on obtient les expressions qui suivent
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= 1 1 0X(u,0,t)
Eu(u’dy,a,t)_R-i-ur cosOur 96
E(t) r 2 u2_1 ) r 3 u3_u .
B R -z 26)+ ...
1+wu (r/R) cosf [(R) o sin 0 (R) 55 sin (2 0) + ]
2

- 50 [ (5 Zt oot |

et

_ 1 10X (u,0,1)
Ee(u’¢’9’t)__R+ur cosfr ou
B E(t) rou r\2 3u?—1
14w (r/R) cosf {E 2 (E) 24 cos
r\3 /2ud—u S+tu
- U r\2 5ul+1 3

A Tlaide des résultats qui précedent une premiere esquisse de la forme des
lignes de champ du champ électrique peut étre aisément faite. Pour conclure on
notera que le champ électrique sur l'axe du tore, c’est-a-dire en (u = 0, ¢,0) =
(R, ¢,z =0) est orienté selon I'axe Oz et la valeur de celui-ci est

-1
o4

r

E(R,$,0,t) = E(t) { (7)2

=) 3 +O(/R?) | ex(R.0.0)

Exercice 4.11

Montrer que le coefficient d’auto-induction par unité de longueur d’un conduc-
teur rectiligne infini placé dans le vide, de section circulaire de rayon r et de
perméabilité magnétique p est infini. Plus précisément montrer que ce coefficient
dL/dx est de la forme

dL . M Ho R
o[£t 0(2)]
dzr R*}lnioo 87r+27r o r oo

Ensuite considérer le méme probléme mais pour un fil conducteur de section
circulaire de rayon r et de perméabilité magnétique p qui forme une boucle
circulaire dont ’axe forme un cercle de rayon R. Montrer que dans ce cas le
coefficient d’auto-induction par unité de longueur vaut

L M Ho ( S8R
Lt () -2)
2r R 87w + 27 . r
Indications : On supposera que la distribution du courant dans chaque
section du fil est uniforme.
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Solution :
Dans la premiere question, moyennant I’hypothese de la symétrie cylindrique, il

suit de la loi d’Ampere (3.22) que le champ magnétique produit par la distribu-
tion de courant est, en coordonnées cylindriques, de la forme

LN S e

Hy(p,¢,2) = 30 )y w2 2mp’ dp =% 12 lorsque  p <r
I
Hy(p,¢,2) = G lorsque < p

L’énergie magnétique par unité de longueur s’écrit donc

dE,, " u H 2 T o H 2
_ / 1Y ¢(p7¢72) 27Tp d,()+/ Ho ¢(p7¢72) 27('[) d,O
dz 0 2 ” 2

B 12{ T ptdp [T o dp
o2 L)y 2 ot , 27 p

2
= r {ﬁ—l—@ lim ln(ﬁﬂzld—Ll2
2 L8  27m R— 4o T 2

Considérons maintenant le second cas. Dans ce second cas il est préférable
de recourir a la formule (4.42). Posons

x(p1,¢1,21) = p1 cos¢r e; +p1 sing; ez + 21 e3
et
Y(p2, P2, 22) = p2 cospa €1+ py sings ez + 23 e3
puis
1 dx(pr,d1,21)
e(r) = P dor = —sin¢g; e; +cos ¢y ez
et
1 dx(ps, P2, 2 .
e(ly) = — delps, b3, 22) = —singy e; + cospa e
P2 de2

Procédons encore au changement de variables d’intégration que voici

. d(p1, 21
p1=R+7u; cosay , z1=7u; sina; et (p1,21) =7ru
8(u1,a1)
. 0(p2, 22
pQZR-l-’I"’LLQ COS (xg y Zo =T Uz SINQ2 et ( ! ) =T U2
6(@@,0&2)
Ainsi
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1
I Ho

47 72

2 2m 2m 2
X / dul/ Ul dOél/ P1 dqf)l / dUQ/ U dag/ P2 d(,bg
0 0

cos (¢p1 —
V(z1 = 22)2 + (p1 — p2)2 + 2 p1 p2 (1 —cos(d1 — ¢2))

Mais l'intégration par rapport a I'un des angles ¢1 ou ¢9, celle effectuée en
seconde position, est triviale. Nous pouvons donc écrire

2 2m
L = / dul/ uy qu / dUQ/ (%) dOéQ
2 2

p1 P2 COS O
d
g /0 ’ \/(Zl —29)2+ (p1 — p2)?+4 p1 p2 (1 —cosd)/2

Or, dans le cadre de I'exercice 4.5., il a été établi 'expression approchée

X

/o%d i +C1os_¢cos¢)/2 4(1“(;47)‘“0(”)) torsque i} << 1

Par conséquent, si ’on convient de poser

B \/(21 —29)2 4+ (p1 — p2)?
n= 4
P1 P2

alors on peut écrire 'expression approchée que voici

27 27
L = ,uo s dul/ U1 dOél / dUZ/ u9 dOlg

« \/;sz(ln(fs\/( PP 2)—2+O(n))

21— 22)* + (p1 — p2)

On remarque ensuite que

vprp2 = R \/1 + (r/R) (u; cosay +ug cosas) + (r/R)2 uj ug cosa; cosas
et que
Vit —2)2+(pr—p2)2 = 7 \/u% +ud —2u; ug cos (g —ay)

Si l'on ne retient que les termes dominants jusqu’a ordre O(1) alors

/57 In (8\/( 1 p2 p2)2>

21— 22)% 4+ (p1 —
SR 1

r/u? +ud — 2w uy cos (o —al))

~ Rln(
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et par conséquent

R 2m 2T
L / dul/ U7 da1 / dUQ/ U dOéQ

X {1 (T)—fl n (u? 4+ u3 — 2 uy uy cos (a 1—042))—24—0(7])}

Mais l'intégration par rapport a 'un des angles a1 ou as, celle effectuée en
seconde position, est triviale. Nous pouvons donc écrire

2m
L = uo—/dul/ ulda/dugug

{111 <¥> -3 In(u? +u2 —2u; uy cosoz)—?—I—O(n)}
_ MOR[m(%)—HCJFO(%)}

X

ol le symbole C désigne la constante numérique

1 1 271' 1
C=-= / du1/ uy do / dus us In (uf +uf — 2 ug uz cosa)
™ Jo 0 0

Exercice 4.12.%

La roue de Barlow est issue d’une premiere tentative de réalisation d’un mo-
teur électrique. Cette expérience fut imaginée et réalisée par le mathématicien
et physicien anglais Peter Barlow en 1822. Un disque métallique conducteur est
assujetti a un axe de rotation fixe également conducteur. La partie inférieure de
cette roue trempe dans un bain de mercure. En outre, elle est en présence d’'un
champ d’induction indépendant du temps et que ’on peut supposer uniforme.
L’orientation de ce champ d’induction est celle de 'axe de rotation précédem-
ment évoqué. Une différence de potentiel entre cet axe de rotation et le bain
de mercure étant maintenue, la roue se met en rotation. Expliquer les raisons
de ce phénomene physique. La figure 4.7 donne une description schématique de
lexpérience de Barlow.

Solution :

Pour traiter ce probleme il convient de se placer en coordonnées cylindriques,
I’axe de rotation de la roue coincidant avec I'axe Oz. L’origine O de cet axe
coincide avec le centre de la roue.

Il faut considérer une situation de régime stationnaire. Dans une telle si-
tuation la roue tourne avec une vitesse angulaire constante é = &. Notons
@ =w &,(p, 9, 2) le vecteur axial de rotation correspondant. Le champ d’induc-
tion appliqué By est orienté selon axe Oz et la force de Lorentz subie par un
électron de charge électrique e, situé au point et animé d’une vitesse v(x),
s’écrit
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\N Bain de mercure

FIGURE 4.7 — Figure représentant I’expérience de la roue de Barlow. Une
roue métallique conductrice est assujetie & un axe de rotation fixe. La partie
inférieure de cette roue trempe dans un bain de mercure. En outre elle est
en présence d’un champ d’induction que 'on peut supposer uniforme et dont
lorientation est celle de I’axe de rotation précédemment évoqué. Une différence
de potentiel entre cet axe de rotation et le bain de mercure étant maintenue la
roue se met en rotation.

F(z)=c (E(z) +v(z) A By)

Mais les électrons entrent en collision avec les atomes qui constituent le métal
dont est faite la roue et qui, par conséquent, en sont solidaires. Or ces collisions
permettent un transfert de quantité de mouvement entre les électrons et la roue,
ou encore produisent en moyenne une force qui tend a faire tourner la roue de
Barlow autour de ’axe. En premiére approximation on assimiler ’effet moyen
de ces collisions a une force de frottement subie par les électrons de la part du
milieu qui constitue la roue. Autrement dit, on peut supposer que cette force de
frottement peut étre exprimée sous la forme

Fp(x)=-X(v(x)-oAx)

ou A joue le role de coefficient de frottement. En fait, si o désigne la conductivité
de la roue et si pglectrons désigne la densité électronique au sein de celle-ci, alors on
dispose de la relation que voici entre ce coefficient de frottement et la résistivité
du milieu qui forme la roue

2
€7 Pélectrons
A= ———— >
o

Or en régime stationnaire F(x) + Fs.(x) = 0 et par conséquent
e (E(z) +v(z) ABy) =\ (v(z) - & Az)

Soient e, (p, ¢, z) et eg(p, ¢, z) les vecteurs de base associés aux coordonnées
cylindriques (p, ¢, z). Alors

e (Ey(p, ¢, 2) +vp(p,6,2) Bo) = Avp(p,o,2)
et

e (E¢(p7 d)vz) - vﬁ(pv¢72) EO) = )\(%(p, ®, Z) —w P)
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De ces relations il suit immédiatement que

()\/6) Ep<p7¢7z) + BO (E¢(p,¢721) + ()\/6) W p )
B2+ (\/e)?

Up(pa ¢7 Z)

et
—Bo E,(p.0,2) + (Me) (Bolp,¢,2) +(Ne) & p)
B} + (Me)?

vy (p, ¢, 2)

En premiere approximation on peut supposer que la composante Ey(p, ¢, 2)
du champ électrique va jouer un role négligeable. Plus précisément on peut
supposer que le champ électrique dérive d’un potentiel électrique de la forme

Inp/R

P =0
(pv ¢,Z) OIHRQ/R

ol Ry est le rayon de ’axe qui supporte la roue et R le rayon de la roue. La
grandeur ®( est le potentiel électrique auquel est assujetti ’axe de la roue de
Barlow le bain de mercure étant assujetti au potentiel ® = 0. Il est aisé de
vérifier que ce dernier potentiel satisfait a I’équation de Laplace dans la région
Ry < p < R. Dans ces conditions

A
Ep(ﬂa (rb? Z) = E et E¢(p, (ba Z) = Ez(pv ¢> Z) =0
Dans ces expressions on a posé
~ InR/Ry

Venons-en maintenant aux forces qu’exercent les électrons sur les noyaux.
En moyenne

A (o))
—Bo A/p+(Ne)&p
- A( 52 2 v )
B§ +(Me)
B3+ (Me)?

Fy(p)

Par conséquent la densité de forces correspondante s’écrit

B2 + (Ae)?

f¢ (P) = —Pélectrons A

et la composante selon 'axe de rotation €, du moment des forces exercées par
les électrons sur les noyaux prend la forme
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M. = / dz dé p dp (p fo(p) )
ARoue
By A+ B2 p? )

= dz d(b 14 dp — Pélectrons A <
fiﬁmm (= s B3 + (Ae)?

Le symbole Aggyue désigne la partie de la roue dans laquelle circulent les
courants entre 1’axe de la roue et le bain de mercure. Ce domaine d’intégration
est "grosso modo” le secteur étroit qui contient des rayons de la roue aboutissant
a des points plongeant dans le mercure. Mais au moment de forces M, s’oppose
le moment de force —A & dii au frottement de I'axe de rotation de la roue de
Barlow. Ainsi, en régime stationnaire

M,—Aw=0 ou A>0
Par conséquent

By A r B2

_— + IO )| -A=0
B2+ (M e U B+ (Me)? )

— Pélectrons >\ (

Dans cette expression les symboles I'g et I's désignent les facteurs géomé-
triques suivants

Ty = / dz do¢ p dp
ARoue

r, = / dz dg p dp p*
ARoue

Finalement, en régime stationnaire, la vitesse de rotation angulaire de la
roue est donnée par I'expression que voici

— Pélectrons A BO A F()
A (Bg + ()‘/6)2) + Pélectrons A B% Ty

(I]:

A Taide des expressions des composantes de la vitesse des électrons il est
possible de déterminer le chemin suivi par les électrons. L’angle de ce chemin
avec le faisceau de cercles centrés sur I’axe de rotation vaut

dp(d) _ vplpid2) _ (Me) Bylp,6,2) + Bo (Eylp,d2) + (Me) & p)
p do (P, 0:2)  —Bo Ey(p,¢,2) + (\e) ( Eylp,¢,2) + (Me) @ p )
(Me) A/p+ (\e) Bow p

—By Alp+ (Me)? & p

~
=~

Par conséquent
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6 — dp —B0A+(A/e)2va2

P (Ne) A+ (Ne) By @ p?

(_ By 1, 1 ((A/e)zjrég)d’p)dp
(Ae) p - (Ae) A+ By p?

Posons
e B
DY
et
2o A A (é§+()\/e)2>+pé1fctmns A BT,
w By Pétectrons A B3 To

A ( a2 +1 ) + Pélectrons A CE2 FQ

Pélectrons A a? 1—‘0

et supposons que l'intensité EO du champ magnétique est suffisamment faible
pour que a > R. Dans ces conditions

a a?+1 —2p
dp = —— — " d
¢ p+ 2a a?—p? P

et si la constante d’intégration est choisie de telle maniére que ¢(R) = 0, alors

P 1+ a2 a2 — p?
$=-a ln(ﬁ)_F 2 o ln(a2—R2>

Finalement la trajectoire des électrons qui aboutit au bain de mercure est
donnée par la relation

o= () (i)™

La situation importante du point de vue de la physique est celle pour laquelle
la grandeur a est beaucoup plus grande que R. Dans ces conditions, en premiere
approximation,

¢
p(6) = R exp(—2)
e
La trajectoire des électrons est une spirale logarithmique. La variation de

I’angle ¢ sur cette trajectoire, c’est-a-dire I’angle de celle-ci au niveau de ’axe
de rotation de la roue de Barlow, prend alors la valeur

¢o=a In (1%)
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Exercice 4.13

On considere une ligne de transmission de signal électrique dont chaque portion
de longueur Ax peut étre assimilée a un quadripole qui présente la structure
décrite par la figure 4.8. Déterminer I’équation différentielle qui régit la forme
de la transformée de Fourier par rapport au temps U(z,w) du potentiel U(z,t)
pour un signal de pulsation w et a la limite ou les quadripdles peuvent étre
assimilé & un milieu continu, c’est-a-dire & la limite |Az| — 0.

ﬂ» Z'Ww)/4 Z'W)/4 ﬂ»
. .
Z(W)
U, W) | 12(o.})l U@ U, W)
\ 4 \ 4
- -

-— 7 - -—
1) Z'(w/4 Z'(w/4 ®)
FIGURE 4.8 — Schéma de principe du quadripéle considéré dans ce probléeme.

UNE REMARQUE IMPORTANTE : Les coefficients Z(w) ou Z’(w) fixent
la relation entre la transformée de Fourier U(w) de la tension U(t) aux bornes
de lélément considéré et entre la transformée de Fourier I(w) de lintensité
I(t) du courant qui le parcourt. Ces grandeurs Z(w) et Z'(w) ne sont pas,
a proprement parler, des impédances au sens de la sous section 4.8.1
elles en sont les conjugués complexes. L’origine de cette différence réside dans
le fait que les transformées de Fourier de la tension U(t) et de l'intensité du
courant I(t) sont définies par les relations (Voir (4.129) et (4.137))

+o0 +oo
U(t) :/ U(w) exp (—iwt) dw et I(¢) :/ I(w) exp (—iwt) dw , etc.

—00 —00

alors que la notion d’impédance introduite a la sous section 4.8.1 repose sur une
description de la tension U(t) et de l'intensité du courant I(t) d’un signal de
pulsation w a l'aide de la convention d’écriture suivante

U(t) = Im( U exp (+iwt)) et I(t) =Im( T exp (+iwt)) , ete.

Ainsi, pour un signal de pulsation w on dispose des deux écritures que voici

U(t) = U(w) exp(—iwt) +U(w)* exp (+iwt)
1~ N
= Q—Z(U exp (+iwt) — U* exp (—iwt))
et similairement

I(t) = I(w) exp(—iwt)+ I(w)* exp (+iwt)

I(
1~ . = .

% (I exp (+iwt) — I* exp (—iwt))
i
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Les amplitudes complexes associées a ces deux modes écritures sont donc
liées par les relations

et par conséquent

.o

Z(w) = Uw) = ﬂ = (g>* ou encore U= (Z(w))*[A

Iw)  —I+/2i T

Ces distinctions doivent étre gardées présentes a I'esprit lors des développe-
ments qui concernent les exercices 4.13 a 4.15 inclus. Elles nous sont imposées
par le fait que la définition de la transformée de Fourier par rapport au temps
la plus fréquemment utilisée en physique et la définition de 'impédance utili-
sée dans la pratique de 'ingénieur sont basées sur des conventions de phase de
signes opposés.

Au cours des développements qui concernent les exercices 4.13 & 4.15, afin
d’éviter toute confusion, les grandeurs Z(w) qui interviennent seront appelées
impédances de Fourrier. Elles sont, rappelons-le, les conjugués complexes
des impédances au sens usuel.

Solution :

Les symboles Uj(w) et Us(w) désignent les amplitudes complexes des tensions
d’entrée et de sortie du quadripdle et les symboles I (w) et Io(w) désignent les
amplitudes complexes des intensités des courants correspondants. Compte tenu
des conventions d’écriture adoptées dans le schéma de la figure 4.8, les lois de
Kirchhoff se traduisent par les relations

Ul(w) = Um(bd) + % Z’(w) Il(w) s Ug(w) = Ulg(w) — % Z/(UJ) Ig(w)
Ilg(UJ) = Il(w) - IQ(OJ) et Ulg(w) = Z(OJ) I12(UJ)

La démarche qu’il faut adopter est similaire a celle qui fut adoptée a la
sous-section (4.7.1). Apres élimination des grandeurs Ujz(w) et I12(w) dans les
relations qui préceédent remplagons les tensions Uy (w) et Us(w) et les intensités
des courants I (w) et Io(w) par les expressions de ces grandeurs en fonction des
grandeurs U(w), I(w), AU(w) et AI(w) définies comme suit

U (w) + Us(w)

U(w) = — , I(w) = 5
AU (w) = Uz(w) — Uy (w) et Al(w) = I(w) — I (w)
On parvient ainsi aux relations que voici
Uw) + Ng“) = —Z(w) Al(w) — Z';“’) (1) + A‘;(w))
U(w) - AU;“) — Z(w) Alw) 4+ 2 /;“’) I(w) - AI;”))
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La somme et la différence prises membre & membre de ces deux dernieres
équations conduisent a deux nouvelles équations qui s’écrivent

!

U(w) = f(Z(w) + @) Allw) et AUW) = —Z'(w) I(w)
Venons-en maintenant au passage a la limite du continu. Il convient donc
d’introduire une notion d’impédance de Fourier par unité de longueur. L’impédance
de Fourier Z'(w) est proportionnelle a la longueur Az alors que I'impédance de
Fourier Z(w) est inversément proportionnelle & cette méme longueur. En effet,
lorsque cette longueur tend a s’annuler cette derniere impédance de Fourier doit

tendre vers U'infini. Dans ces conditions il convient de poser

Z'(w) = 7' (w) Ax et —_—=

Par conséquent, a la limite Az — 0 pour le quadripdle localisé au point x

U(w) = U(z,w) , Iw) = I(z,w)
AU(w)  OU(z,w) Al(w)  0I(z,w)
Az - ox et Az - ox

La transcription des relations obtenues précedemment conduisent alors aux
équations pour U(z,w) et I(z,w) que voici

olw,w) o @) 1y ()

U(z,w) = —z(w) B D

On parvient finalement sans difficulté aux équations différentielles suivantes
pour les grandeurs U(z,w) ou I(z,w)

0%U(z,w) A (w)
Ox? z(w)

B PI(z,w) Z(w) B
U(z,w)=0 ou 9 7w I(z,w)=0

qui jouent un role comparable & 1’équation (4.128). La solution générale de la
premiere de ces équations est de la forme

U(z,w) = Ai(w) exp(+ik(w) )+ A_(w) exp (=i k(w) x)
2 (w
z(w)

~—

ot k(w)? = -

La solution correspondante pour 'intensité du courant est donnée par 1’ex-
pression

i k(@) A (w)

I(z,w) = — @)

exp (+i k(w) z) +
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Pour choisir la détermination de la grandeur complexe k(w) on adopte la
convention qui veut que la partie réelle de cette grandeur complexe soit positive
ou nulle lorsque w > 0.

kE(w) = ko(w) +ix(w) ou ko(w) >0

La vitesse de phase d’un signal de pulsation w est alors donnée par ’expres-
sion

w
u(w) = o (@)
Quant a la grandeur,
Zo(w) = Z]:(L(:;) =+/z(w) 2/(w) ou ReZy(w) >0,

elle est appelée 'impédance (de Fourier) de la ligne de transmission.
Exercice 4.14

Partant des résultats acquis dans le cadre de 'exercice 4.13 étudier la transmis-
sion des signaux dans une ligne pour laquelle le quadripéle infinitésimal est du
type représenté par la figure 4.9. Plus précisément, il s’agit de dégager I’équa-
tion différentielle qui régit la forme de la transformée de Fourier par rapport
au temps U(z,w) du potentiel U(z,t) pour un signal de pulsation w, ceci a la
limite ou les quadripoles peuvent étre assimilé a un milieu continu, c¢’est-a-dire
a la limite |Az| — 0.

AR/4 AR/4
WW WW
_ 1 E——
L= AG % AC
MWW\ WW\
AR/4 AR/4

FIGURE 4.9 — Quadripéle formé d’un circuit résonant et de résistances re-
présentatives d’un effet dissipatif.

Solution :

Dans cette situation, les impédances de Fourier Z’(w) et Z(w) qui caractérisent
les éléments du quadripdle ont pour valeurs

, - _ 1w
Z'(w) =AR et Z(w)_—oﬂAC’—AG
et a la limite [Az| — 0
,()_@_ ; () = iw Az _ dw
WAL TP FWITIIACAG T Wiy A

Le symbole  correspond ici a la capacité par unité de longueur et le symbole
A a linverse de I'inductance par unité de longueur. Enfin le symbole p désigne la
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résistance par unité de longueur. Les équations qui gouvernent la transmission
d’un signal électrique de pulsation w s’écrivent

02U (z,w) 2 (w) 0?U (z,w)

Oz?

U(z,w) = + Ek(w)? U(z,w) =0

ou

k(w)2 _ Z/(w) _ ( P (w2 Y )‘)

z(w) w

Décomposons la grandeur k(w) en parties réelle et imaginaire. Posons

k(w) = ko(w) + i w(w) et wo =AY

Par conséquent

_ P VA (WP —wi )

W Wo

ko(w)? — k(w)? =0 et 2 ko(w) w(w)
Dans ces conditions, ayant convenu que ko(w) > 0, il vient

2w wy

_ PV (Wi )

et r(w) 2 w wy ko(w)

La vitesse de phase des signaux de pulsation w est donnée par ’expression

() w 2 w3 wy
u(w) = =
ko (w) P VI | w? —uwi |
Quant & l'impédance (de Fourier) de la ligne de transmission elle prend la
valeur

T W W .
Zo(w) = v/ 2(w) 2 (w) = # ru; ot Re Zy(w) > 0.
0

Cette derniere impédance de la ligne devient donc infinie lorsque la pulsation
w du signal atteint la valeur wy = /A/7. En outre

Im Zy(w) <0 lorsque w < wp (Comportement inductif)
et

Im Zy(w) >0 lorsque w > wo (Comportement capacitif)

Exercice 4.15.

Partant des résultats acquis dans le cadre de l'exercice 4.13 étudier la trans-
mission des signaux dans une ligne pour laquelle le quadripéle infinitésimal est
du type décrit par le schéma de la figure 4.10. Plus précisément, il s’agit de
dégager ’équation différentielle qui régit la forme de la transformée de Fourier
par rapport au temps U(z,w) du potentiel U(z,t) pour un signal de pulsation
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Ligne de transmission
d’impédance Z;(w)

Jus

t — x
0 L
a)
AL AR
0000 MW
1 ——
b)

FIGURE 4.10 — La figure a) représente une ligne de transmission de longueur
L fermée par une impédance Zg(w) située en = = L la ligne étant connectée a
un générateur de signaux de tension en x = 0. La figure b) représente le schéma
du quadripdle infinitésimal de la ligne considérée dans ce probléeme.

w et a la limite ou les quadripdles peuvent étre assimilés & un milieu continu,
c’est-a-dire & la limite |Az| — 0.

Quelle est I'impédance de la ligne de transmission? Quel est le comporte-
ment de I'impédance d’entrée de la ligne en fonction de la longueur de la ligne
pour une longueur d’onde donnée ? Dégager la structure des signaux transmis ?

Solution :

Les conventions adoptées pour les courants et les tensions sont les mémes que
celles de la figure 4.8. Présentement

Ul(w)—Ulg(UJ):—iWAL Il(b.)) s Ulg(w)—Ug(w):AR IQ(UJ)
Ulg(w) = ﬁ% et Ilg(w) = Il(w) — Ig(w)
Posons
1
2 = RG=iwAC

Apres élimination du courant I13(w) et de la tension U2 (w) dans les relations
précédentes on parvient aux expressions que voici

Uiw) = ( —iwAL +Z(w)) L(w) - Z(w) L(w)

~

Usw) = Zw) h(w)= (AR +2Z(w) b(w)
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La démarche qu’il faut ensuite adopter est similaire a celle qui fut adoptée
a la sous-section (4.7.1). Comme en (4.119) et (4.120) posons

U (w) + Ug(w)
2 b)

Li(w) + Ir(w)

Uw) = 5

I(w) =

AU (w) = Uz (w) — Up(w) et Al(w) = Ir(w) — I (w)

En termes de ces nouvelles grandeurs, les relations qui précedent se trans-
crivent dans les suivantes

Uw) = —Z+T(°"> I(w)—(Z—iw)+Z(w)) Al(w)
AU(w) = —Z' (w) I(w)fZ;Q(‘”) Al(w)

ol nous avons posé

Z\ (w)=AR+iw AL

Procédons maintenant au passage & la limite |[Az| — 0. Pour le quadripdle
centré au point x

U(w) = U(z,w) , IHw) = I(z,w)
AU(w)  0U(z,w) Al(lw)  0I(z,w)
Az oz et Ar | oz
Or
Ziw) . N
|A:}:1|E0 Ao =z (w)=ptiwA et ‘Alir‘rioAx Z(w):z(w)—m

Les relations établies précédemment entre 'intensité du courant I(w) et la
tension U(w) prennent au point z la forme locale

U(w,z) = —z(w)M

or
oU(w,z) /
o = —zl () I(w, z)

Par conséquent, apres élimination de l'intensité du courant entre ces deux
équations différentielles, on parvient pour la tension a ’équation différentielle

aQU(UJ,l‘) _ ZL(W) w, ) = ol ZL(W) = —tw o—iw
Ox2 z(w) Viwz) =0 z(w) = M ")
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L’impédance (de Fourier) Zy(w) de la ligne de transmission a donc pour
valeur

—Tw A
Zo(w) = Pi
oc—iwry
En outre, il apparent que
2 2 2 . ' (w)
k(w) = ko(w)” —k(w)*+21 ko(w) k(w) = —

Ava—pa—t—iw[p’y +)\U]

Donc

ko(w)? —k(w)?=Avw?—po et 2ky(w)Kw)=w[pv+Ao0]

Pour la suite il est commode de poser

1 1 p 1 o
u = e 3 _—= - s _ =
)\’y TL A TC Y

La grandeur ko(w) est solution de I’équation

2

ko(w)Q—i(wQ—ii)_ w (1—|—i)2:0

TL TC 4ut \1¢ 1L

et par conséquent

1 11 1 1
ho(w)* = 5 [“’QTTH/(“’”T)(W”T)]
LTC C L

d’ou il découle immédiatement que

1 11 1 1
K(w)? = -— [ w2++\/(w2+)(w2+)}
2 u? L TC TC T

Considérons maintenant une solution générale de 1’équation qui gouverne
I’évolution du signal. Puisque

0?U (z,w)

92 + k(w)? U(z,w) =0

alors

U(z,w) = A (w) exp (+i k(w) ) + A_(w) exp (—i k(w) x)

Quant a I'intensité correspondante du courant elle est donnée par ’expression

I(z,w) = éz((:})) exp (+i k(w) z) — §0(<5)) exp (—i k(w) z)
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vu la définition de I'impédance (de Fourier) de la ligne de transmission. Or

U(d,w) = A, (w) exp(+i k(w) d) + A_(w) exp (=i k(w) d)

— Zp(w) I(d,w) = Zr(w) [2((:))) exp (+i k(w) d) — Z((f:))

exp (—i k(w) d) }
d’ol

Zp(w) — Zo(w)
Zp(w) + Zo(w)

A;(w) =exp (2 i k(w) d)

et finalement, I'impédance (de Fourier) d’entrée de la ligne est donnée par la
formule

U0, w Af(w)+A_(w
2w) = I((07w)) = Zo(w) Aigwi —Agwi
~ Zow) Zr(w) + Zo(w) + (Zr(w) — Zo(w)) exp (2 i k(w) d
Zr(w) + Zo(w) — (Zr(w) — Zo(w)) exp (2 i k(w) d
— 2w Zr(w) —i Zp(w) tan (k(w) d)
Zo(w) — i Zr(w) tan (k(w) d)

Ce dernier résultat appelle le commentaire suivant. Puisque

_ tan (ko(w) d) + ¢ tanh (f@(w) d)
tan (k(w) d) = 1—i tan (ko(w) d) tanh (k(w) d)

alors, dans la mesure ol 'influence du coefficient d’atténuation x(w) peut étre
négligée, 'impédance (de Fourier) d’entrée de la ligne coincide avec la grandeur
Zr(w) lorsque la longueur d de la ligne correspond & un nombre entier de demi
longueur d’onde. Autrement dit

Z(w) & Zr(w) lorsque d=

Exercice 4.16

On considere une ligne de transmission formée de transformateurs couplés. Le
quadripole qui correspond a la maille de base de cette ligne de transmission est
donné par le schéma de la figure 4.11.

Quelle est 'impédance d’une telle ligne lorsqu’elle est constituée de N qua-

dripoles de base et qu’elle est fermée par un élément d’impédance Zy(w) ? Que
se passe-t-il lorsque le nombre de quadripoles devient infini ?
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1,(t) R R 1,(t)

——\WW WWWA—p——
U1(t) L1 L12 L2 Uz(t)
1, (1) 1,1

FIGURE 4.11 — Ligne de transmission réalisée par une suite de transforma-
teurs couplés

Solution :

Les équations différentielles qui gouvernent I’évolution d’une maille de la ligne
de transmission s’écrivent

B dI (t) dI(t)
U, (t) = 4+R L (t) + L1 i + L1io 0t

_ dl(t) dI(t)
Us(t) = —RI(t)— Lo gt + Loy 7

En transformées de Fourier par rapport au temps ces équations se trans-
crivent sous la forme

Ul(w) = (R+iWL1) Il(w)—l—ileQ IQ(UJ)
Uz(w) = 7(R+ZWL2) Ig(w)+iwL21 Il(CLJ)

Posons

Zi(w)=R+iwlLly et Zy(w)=R+iw Ly

La résolution du systeme d’équations linéaires qui précedent par rapport aux
grandeurs Iz(w) et Us(w) conduit aux expressions

1 Z1(w
Zg(w) Zl (w) ZQ((.L)) — w2 L12L21
UQ(W) 7i w L12 Ul (w) + 7w L12 Il (W)

qui transcrites en écriture matricielle s’écrivent

{ Us(w) ] _ 1 [ —Zy(w)  Z1(w)Za(w) —w? LigLoy } { IUll(Edw)) ] _
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Zl(W)+ZQ<W) R+iwlL N L1+L2
= = in
Z(W) 2w L12 w L12 o 2
puis
L Li-L L
T= 55 AT:712R2 et 7'12:%

Les valeurs propres de la matrice qui figure dans l’expression matricielle
qui précede jouent le role de facteurs de transmission. Elles sont les racines de
I’équation du second degré

T(w)? —2iz2(w) T(w)—1=0

Ces valeurs propres s’écrivent

Ti(w):wi_l2(l+iw7:|:\/1—w2(7'2+7'122)+2iw7)

et I'on notera que

1
Ty (w)

T (w) =

On dispose donc de deux modes de transmissions qui sont tels que

Uz(w) = Ty (w) Ui (w)

Remarque : |T4 (w)| = 1 si et seulement si z(w) = sina , a € R autrement
dit si et seulement si L =0et R < w Lqs.

Par conséquent des que le coefficient d’auto-induction moyen L est non nul
le module de 'une des racines T4 (w) est strictement supérieur & 1 et Pautre
strictement inférieur a 1.

Examinons maintenant les modes propres, c’est-a-dire les modes pour les-
quels

el I Yl | Vo BTl ol

Pour ces modes propres

Ut(w) = Zi(w) I(w) ou Zi(w):R(iwATi\/1—w2(72+7122)+22'w7)

Mais, pour le signal d’entrée

][ e [0



Par conséquent

Z+ (@) = Z2—(w)

Donc

w W)V — Z_(w) T (w)N W) Z_(w N —T_(W)N
i) = LU T LD T ) Zalo)2 é&ff( ke 20) ) L)
et
- w N w) T (w)N
Or
Un(w) = Zn(w) In(w)

et par conséquent
Uo(e) _ ) — Zol0) (Z2(6) = Zn(@) Ty(@)" = Z4(w) (Z-() = Zn(w)) T- ()"

(Z1(w) = Zn (W) Ty (W) = (Z-(w) = Zn(w)) T ()N

Supposons que le choix fait soit |T+(w)| < 1 alors lorsque N — oo on a
Z(w) = Z4(w). En outre, si Zn(w) = Z4(w) alors Z(w) = Z4 (w) et si Zy(w) =
Z_(w) alors Z(w) = Z,(w).

Enfin remarquons que lorsque R = 0 alors

—L+/L2+ L3
Ti(w) — + 12
Ly
et
Zi(w) = iw (AL+,/L?—L})

Exercice 4.17%
Considérons un circuit redresseur a une alternance. Le circuit redresseur

envisagé est décrit par la figure 4.12 b) qui en fournit un schéma de principe tres
simplifié. Il s’agit d’un dispositif qui, alimenté en courant alternatif, fournit a la
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sortie un courant continu. Ce dispositif contient un élément appelé diode. Une
diode est un élément de circuit qui a la propriété de présenter un coefficient de
résistance infini lorsque la tension appliquée aux bornes de cet élément est né-
gative (par choix conventionnel) et une résistance finie faible lorsque la tension
appliquée aux bornes de cet élément est positive. La figure 4.12 a) représente
la dépendance du courant I en fonction de la tension U appliquée aux borne
de la diode. Le but de I’exercice est la détermination de la tension du courant
"redressé” en fonction du temps lorsque le dispositif fonctionne en régime per-
manent. En effet un tel dispositif trés simple, ne fournit pas une tension de
sortie parfaitement indépendante du temps. La tension de sortie du dispositif
présente de "petites fluctuations” que I'on demande d’estimer. Dans ce circuit
la valeur du coefficient de résistance R est fixée par les besoins de I'utilisateur.
Quant a la capacité C du condensateur elle est choisie de telle maniére que le
temps de relaxation 79 = R C soit beaucoup plus grand que la période 27 /w du
courant alternatif. Enfin, la résistance interne de la diode Rp est suffisamment
faible pour que le condensateur puisse étre chargé efficacement durant Iinter-
valle de temps ou la diode est conductrice. Il faut que le temps de relaxation
7 = Rp C associé a la charge du condensateur soit plus petit que la période
27 /w du courant alternatif. Compte tenu des hypotheses faites on se livrera &
une étude approchée du comportement de la tension de sortie de ce dispositif.

a)

U O—2% o 1 o I®)

| — —>
<

RD
e |uo ——c |uoir

Uc® l 1)

y

b)

FIGURE 4.12 — La figure a) montre la dépendance du courant qui parcourt
la diode en fonction de la tension appliquée aux bornes de celle-ci. Dans ce
graphe simplifié I'inverse de la pente de la droite qui fournit 'intensité du
courant en fonction de la tension, lorsque cette derniére tension est positve,
est la résistance de la diode en mode de fonctionnement conducteur. Lorsque
cette tension est négative cette résistance est trés grande, pratiquement infinie,
jusqu’a une tension au-dela de laquelle on assiste & I’établissement d’un court-
circuit. La figure b) donne le schéma de principe trés simplifié d’un circuit
redresseur a une alternance.
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Solution :
Adoptons comme tension d’entrée du circuit redresseur la tension alternative

U(t)=Upsin(w t) avec Uy >0

Selon les lois de Kirchhoff, on a les relations

Ut) = Up@t)+Ugr(®) , Ur(®t)=Uc(t) , Ip(t)=Ic(t)+ Ir(t)
Un)) = Roln(t) . Ie =0 T e vp) = B In)

Apres élimination des grandeurs Ip(t), Ic(t) et Ir(t) puis Up(t) et Uc(t) on
parvient a I’équation différentielle linéaire du premier ordre avec second membre

dUR(t
A sin(w t) = Up(t) + 7 CZ( )
dans laquelle on a posé
R Rp R Uy
=—(C= et A=—7+
"TR+FRp ¢ R+ Rp

L’intégration de I’équation différentielle ci-dessus conduit a la solution géné-
rale

sin (w t) — wT cos (w t)

Un(t) = A w?r2 +1

+ By exp(—t/7)

dans laquelle le symbole B; désigne une constante d’intégration. Cette solution
concerne la situation pour laquelle la diode est conductrice, donc la situation
pour laquelle Ug(t) < Uy(t). Lorsque la diode n’est pas conductrice, donc lorsque
Ur(t) > Uy(t), alors

Ur(t) = By exp (—t/7)

puisque dans ce cas A = 0. Dans cette expression By désigne une constante
d’intégration et ’on a posé

To=RC>rT1

En régime permanent la diode n’est pas conductrice entre les instants consé-
cutifs to + 27 n/w et 1 + 27n/w pour tout n entier. Elle est conductrice entre
les instants consécutifs ¢; + 2mn/w et to + 27 (n + 1)/w. Ainsi, & Uinstant tg et
a l'instant 4,

Uy sin (w tp)
Uy sin (w t1)

Bs exp (—to/70)

By exp (—t1/70)

sin (w t1) — wt cos (w t1)
w?T?2 +1

Up sin(wt)) = A + By exp(—t1/7)
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Enfin, & instant t5 = tg + 27 /w consécutif de 'instant ¢1, il faut que

sin (w tg) — w7t cos (w ta)
w2 +1

Up sin (w t2) = A + By exp(—ta/7)

Il convient de poser

Bi = Bl exp (—tl/T) et Bé = BQ exp (—tQ/To)

En résumé, les relations a satisfaire s’écrivent

UO sin (w to) = Bé
t1 —t
Up sin(wty) = B) exp(— M)
w To
i t1) — t
Uy sin(wt) = A sin (« 12027_;01 iOS(w 1) + B
in (w £) — t to —t1) + 2
Up sin(wty) = A= & 02027620: iOS o) + By EXp(_ W)

Prenons maintenant en compte le fait que

2
To > — >T
w

Commengons par considérer la situation limite ou 79 — oo et 7 — 0.I1
suit alors des deux premieres des équations ci-dessus que w t; = 31 — w ty
puisque dans ces conditions sin (w tp) = sin (w ¢1). Par conséquent cos (w tp) =
—cos (w t1) et il découle des deux dernieres équations ci-desssus que w tg = /2
et que w t; = 57/2.

Revenons maintenant a la situation ou le temps de relaxation 7 n’est pas nul
et le temps de relaxation 1y n’est pas infini. Posons

wt=3r—wti—wAt

Compte des observations qui viennent d’étre faites, la grandeur A t; est
nulle dans la situation limite qui vient d’étre considérée. Dans la situation ou le
temps de relaxation 7 n’est pas nul et le temps de relaxation 79 n’est pas infini
on se propose de déterminer la valeur de A t; de maniére approchée.

Dans ce but considérons les deux premieres des quatre équations données plus
haut. En éliminant B} entre ces deux équations puis compte tenu des relations

3
tlftozngtofAtl

et

sin (wt1) = sin (37 —wtp — wA 1)
sin (w tg) cos (w A 1) 4 cos (w o) sin(w A 1)
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on parvient, apres simplification, a ’équation suivante

w(37r—2wt0—wAt1)

cos (w A t1) + cot (w tg) sin(w A t1) = exp ( - "
70

Si, dans cette derniere équation, on ne retient que les contributions du pre-
mier ordre en A t; on obtient la relation approchée

37r—2wt0)<1+wAt1)

I4+cot(wty) wAty = exp(—
W T

w To

de laquelle résulte ’expression que voici pour la grandeur w A ¢

1—exp[-(37—2wt)/(w 70)]
xp[—(3 ™ —2 w ty)/(w T0)] —w To cot (w to)

wAtlszo
e

Or, selon les hypotheses faites, w tg >> 3 m — 2 w tg car d’une maniere qui
n’est limitative on peut convenir que 7/2 < w tgp < . Dans ces conditions, en
premiere approximation

3T—2wt
1—w Ty cot(w tg)

wAt1§

Considérons maintenant les deux dernie¢res équations a satisfaire. Dans ces
équations, en premiere approximation on peut substituer a w t1 la phase w t; =~
31 — w tg. Ces équations présentent alors la forme que voici

. sin (w ) + w7 cos (w to) ,
U, t = A
o sin (w tp) 22 1
. sin (w tg) — wt cos (w tp) , T—2wty
Uy st t) = A By e (T 210)
o sin (w tp) 221 + B; exp -

puisque sin (w t1) = sin (w ty) et cos (w t1) &~ — cos (w o). Considérons ensuite
la somme et la différence membre & membre de ces deux dernieres équations. Il
vient

) sin (w to) , T— 2wty
Uy st = 24 T gy (T 2e )y
0 sin (w to) w272—|—1+ H\I e wT
wT cos (w to) , T—2wty
L AR ) | (T2 00Y)
0 w2 +1 5 P wT

Autrement dit

2 (BT it = By (e (2200 11)
() men = (e (22 )
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Du rapport membre & membre de ces équations découle alors la relation que
voici

A wt /2 —w tg
e ) = tanh (T2 210
Up (w?t24+1)— A cot (w to) an wT
ou encore la relation
A wr /2 —w tg
tan (/2 — 1) = s (L2 10)
Up (w?r241)—A an (/2 = w to) an wT

Cette équation possede toujours une solution non-triviale telle que 0 < 7/2—
w tg < /2 puisque

A wTt < 1
Up (W?t2+1)— A ~ wr
car Up/A > 1. Une représentation graphique des deux membres de ’équation

obtenue en fonction de la variable 7/2 — w to dans l'intervalle [0, 7/2] & savoir
les graphes des fonctions

A wr
Up (W22 +1)— A

T/2—wt
)= JL4442>

tan (/2 — w tg) et y = tanh (
an(m/2 —wtg) et y=tan o

montre clairement ce qu’est le comportement de la solution du probleme en
fonction des caractéristiques des éléments qui constituent le circuit redresseur
puisque la solution est ’abcisse du point d’intersection de ces graphes. Ayant
ainsi cerné la situation on peut alors se livrer a diverses approches formelles de
cette solution.

Exercice 4.18.

Le transistor est aujourd’hui le composant électronique actif de base en électro-
nique. Il est principalement utilisé comme résistance variable. Le terme tran-
sistor provient du terme anglais tranfer resistor. Le transistor a été inventé le
23 décembre 1947 par les américains John Bardeen, William Shockley et Wal-
ter Brattain, tous trois chercheurs de la compagnie Bell Telephone. Pour cette
découverte ils ont regu le Prix Nobel de physique en 1956.

Un transistor est un élément de circuit semi-conducteur a trois électrodes
qui permet de controler le passage du courant entre deux électrodes par I’émet-
teur, le collecteur (transistor bipolaire), la source et le drain (transitor & effet
de champ) entre la base (transistor bipolaire) et la grille (transistor a effet de
champ).

Un transistor bipolaire est composé de deux substrats semiconducteurs dopés
de manieres identiques (P ou N) séparés par une mince tranche de semiconduc-
teur dopé de maniere inverse. On dispose ainsi de deux types de transistors
notés NPN ou PNP. Le transistor a effet de champ se compose d’un barreau
semiconducteur dopé N ou P, entouré au centre d’un anneau semiconducteur
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dopé de maniere inverse P ou N respectivement.

Dans un schéma, pour le transistor bipolaire, la fleche identifie I’émetteur.
Elle est tournée vers l'extérieur dans le cas NPN et vers 'intérieur dans le cas
PNP. L’électrode intermédiaire figure la base et la derniere électrode figure le
collecteur. Dans le cas du transistor a effet de champ la représentation est sy-
métrique car les roles du drain et de la source sont interchangeables. La figure
4.13 a) donne les éléments de circuits attachés a la description des transistors
dans les schémas de réseaux électriques. Cette figure fournit en outre sous 4.13
b) un exemple de schéma équivalent pour un transistor.

C C D D
B B G G
E E S S
NPN PNP Canal N Canal P
a)
Générateur
I | interne
E c
—> - /7(
MWWV MWWV MWV

A Re A Re Re U A
Ug Ug Rg § lIB R, 1z |Ye g R,
<

b)

FIGURE 4.13 — La figure a) donne les symboles représentatifs des transistors
utilisés dans les schémas de circuits électriques. La figure b) donne un exemple
de schéma équivalent. Il s’agit d’un circuit quadripolaire dans lequel la tension
Ug tient lieu de tension de grille, la tension Ug tient lieu de tension d’émetteur
et la tension Ug tient lieu de tension de collecteur. La résistance R, représente
un utilisateur. Dans ce schéma équivalent la tension —R,, Ig est la tension
aux bornes d’un générateur interne agissant comme une résistance négative.

Le transistor bipolaire est un amplificateur de courant. On injecte un courant
dans ’espace base/émetteur afin de créer un courant multiplié par le gain du
transistor entre I’émetteur et le collecteur. Pour le transistor & effet de champ
lorgane de commande est la grille. Celle-ci nécessite 'application d’une tension
entre la grille et la source pour controler le courant entre la source et le drain. Le
courant de grille est quasiment nul et négligeable. La grille se comporte comme
un condensateur de faible capacité.

On demande d’établir la relation entre le courant du drain (collecteur) I
et la tension de la grille (base) Ug ainsi que la forme matricielle de la relation
entre la tension de la base (émetteur) Ug et la tension du drain (collecteur) Uc
et les courants I'g et I qui leur sont associés. Quelle est 'impédance de la base
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(émetteur) lorsque le drain (collecteur) est branché sur la résistance de valeur
Rp?

Solution :

Commencons par appliquer les lois de Kirchhoff. En vertu de celles-ci on dispose
des relations que voici. Selon la premiere loi de Kirchhoff,

Ig+1c=1p (1)

et selon la seconde loi de Kirchhoff,

Il
o

Us+ (Rec+Rg)Ig+ Rp Ip
et (2)

Uc—-Unp+RcIc+RplIp = 0
En outre on dispose des relations
Up=Ug+Raglg , Uc=RpIc et U,=-R,Ig (3)

Dans les équations (2) éliminons les grandeurs Ig, Uc et U, a laide des
relations (1) et (3). On obtient ainsi les relations

Us+(Re+Rg+Rp)Ig+Rplc = 0
et
Ry, Ic+(Rm+RB) IE+(R0+RB) I = 0

De ces deux dernieres relations découle finalement la relation suivante entre
la tension de grille et le courant de drain apres élimination du courant Ig

Rm+RB

Ug
((R¢ + Rg)(Rc + Rp) + Rg Rc) + (Rg + Rg + Rp) R, — Ry, Rp

Io =

I1 suit des relations (1) et (2) puis de la deuxieéme et la troisieme des relations
(3) que

U = —(RglIg—RplIp
et
U = —(Rm-l-RB) IE—(RC Ic — Rp Ip

Par conséquent

[UE}_[REE REC} {IE]
Uc Rcr Rcce Ic |
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Rpg =—(Rg+ RB) , Rrgc = —Rp
Rcg = —(Rm + RB) ) Rco = —(Rc + Rp

Puisque Ugc = Ry, I des relations qui précedent on tire

RcEe
Jo=——"CF
“ Roo — Ry F
Rec Rer
Ug=| R — Ip=751
E [EE RngRL}E e lE

Finalement

_ Rgp (Rec — Ri) — Rpc Reoe

Z
P Rcec — Rp

Exercice 4.19

Etudier le fonctionnement d’une cage d’écureuil en présence d’un champ d’in-
duction d’intensité constante tournant avec une vitesse angulaire de rotation
de valeur wy. La cage d’écureuil possede une vitesse de rotation angulaire de
w. Elle présente une résistance électrique R et un coefficient d’auto induction
L. Quel est le moment des forces subies par la cage d’écureuil en fonction de
la vitesse de rotation w? On supposera que la cage d’écureuil est rectangulaire
de longueur a selon I'axe de rotation et de longueur radiale 2 b. La figure [1.14]
décrit le dispositif envisagé.

Champ d’induction uniforme
tournant B(t)

Cage d’écureuil

FIGURE 4.14 — Cage d’écureuil en présence d’un champ d’induction tournant.
La différence de la vitesse de rotation du champ d’induction tournant et de
la vitesse de rotation de la cage d’écureuil induit une tension et par voie de
conséquence un courant dans celle-ci. De la circulation de ce courant nait un
moment de force qui s’exerce sur l’axe de rotation qui supporte cette cage
d’écureuil.

Solution :
Notons Aw = w —wy la différence de pulsation de la cage d’écureuil et du champ

d’induction tournant. Le flux F(¢) du champ d’induction au travers de la boucle
qui constitue la cage d’écureuil s’écrit
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F(t) = F, cos(Awt) ot Fo=2ab By

L’intensité du courant induit dans la cage d’écureuil est donnée par la loi
d’induction de Faraday qui s’écrit

T F
LdT(tﬂ—i_RI(t):dTit):_AWFo Sin(Awt)

Or en régime permanent la dépendance de 'intensité du courant par rapport
au temps est de la forme de la forme

I(t) =1y sin (Aw t —0)

Par conséquent

I (L Aw cos (Aw t— 5) + R sin (Aw t— 6)) = —Aw Fy sin (Aw t)

De cette derniere relation, qui doit étre satisfaite pour tout temps, découle
les égalité suivantes

w L R —Aw Fy
tand = —— , cosd = —--—-— et [j= —V——oo—"—
R VAw? L2+ R2 VAw? L2 + R?

On constate alors aisément que le couple que les forces de Laplace exercent
sur I’axe de rotation de la cage d’écureuil est fourni par I’expression que voici

M., 2ably By sin(Awt—5) sin(Awt)

= Fy Iy ( sin (Awt)2 cosd — cos (Awt) sin (Awt) siné)

Par conséquent le couple moyen exercé durant une période T' = 27/|Aw| a
pour valeur

—Aw FO2 R
2 Aw? L2 + R?

— 1

M, = Fy I 3 cosd =
En guise de conclusion :
Lorsque w < wy, c’est-a-dire lorsque Aw < 0, le couple M, est positif et il

a tendance a accélérer la vitesse de rotation de la cage d’écureuil. Le systeme
fonctionne donc comme un moteur.

Lorsque w > wy, c’est-d-dire lorsque Aw > 0, le couple M, est négatif et il
a tendance a diminuer la vitesse de rotation de la cage d’écureuil. Le systeme
fonctionne donc en génératrice.

Exercice 4.20

On considere 3 bobines identiques disposées a distances égales d’un axe et dont
les axes coplanaires forment des angles égaux a 27/3. La figure 4.15 décrit la
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disposition envisagée. Les enroulements sont semblables et ces bobines sont ali-
mentées en tensions alternatives triphasées de pulsation w. Montrer que ces trois
bobines produisent au point central un champ d’induction tournant avec une
vitesse angulaire égale a la pulsation du courant alternatif triphasé.

FIGURE 4.15 — Trois bobines identiques dont les axes sont coplanaires font
des angles de 120° entre-eux. Ces bobines sont alimentées en tensions alterna-
tives triphasées.

Solution :

Supposons que l'intensité du courant qui circule dans les enroulements alimentés
par les contacts 1, 2 et 3 s’écrit

Ii(t)=1 cos(wt) , I(t) =1 cos(wt —2m/3)
et I5(t) =T cos(w t —4mw/3)

Ces enroulements créent chacun un champ d’induction au point central qui
est respectivement de la forme

B(t)=B
et

Q

os(wt) , B(t)=Buy cos(wt—2r/3)
(t) = B us cos (w t — 4w /3)

e S

Dans ces expressions
u; =e; , us=cos(2w/3) e +sin(27/3) ey
et uz = cos (47/3) ey + sin (47/3) ey

Le champ d’induction résultant di aux trois enroulements est donc de la
forme
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&

t) = B [ul cos (w t) +ug cos(wt—2w/3) + usg cos(wt—47r/3)}

B [( cos (w t) + cos (2m/3) cos (w t —27/3)

+

cos (47/3) cos (w t — 477/3)) el

v (Sin(?ﬂ'/3) cos (w t — 21/3) + sin (47/3) cos (w t—47r/3)> ez}

Or
cos (w t) + cos (2m/3) cos (w t — 27/3)
+ cos(4m/3) cos(wt—4m/3) = g cos (w t)
et
sin (27/3) cos (w t — 27/3)
+ sin(47/3) cos(wt —4n/3) = g sin (w t)
Finalement
B(t) = g (cos (wt) er + sin (w t) 62)
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Chapitre 5

Solutions des exercices du
chapitre 5

Exercice 5.1

Montrer que pour toute solution H (z,t) de I’équation de champ (5.33) telle que

div H(z,t) =0
il existe un champ de déplacement électrique D(x,t) qui, avec le champ magné-
tique H (z,t), satisfait aux équations de Maxwell-Hertz.

Solution :

Puisque

_ (OH(z,t) o

d (%)z—d H(z,t)=0,

v 5 pridd (z,t)=0
alors il existe un champ de vecteurs D(x,t), défini au gradient d’une fonction
f(x,t) pres, tel que

1 0H (x,t)

c? ot

Soit Dy(x,t) une solution particuliere de cette derniére équation et soit

rot D(zx,t) =

D(x,t) = Do(x,t) + grad f(x,t)

la solution générale. La fonction f(a,t) peut alors étre choisie de telle maniere
que

div D(x,t) = div Do(z,t) + div grad f(z,t) = q(x,t)

La fonction f(x,t) est ainsi définie & une fonction harmonique fo(x,t) pres
et le champ D(x,t) au gradient de cette fonction fo(a,t) pres. L'équation (5.33)
peut donc étre transcrite sous la forme
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VT y 1 0?°H(x,t)
t rot H(x,t) = t g ) — = —1~

rot ro (z,t) rot j(x,t) =2 92

rot j(x,t) + 9 rot D(x,t)

ot
. . 0D (x,t
= rot (g(w,t)—k% )

Par conséquent, au gradient d’une fonction arbitraire g(x,t) pres,

dD(z,t)
ot

Or de cette derniere équation il découle que

rot H(x,t) = j(x,t) + + grad g(x,t)

div rot H(z,t) = div j(z,t) + div %
0 div D(x,t)
at
9q(x, 1)
ot

La fonction harmonique fy(x,t) peut donc étre choisie de telle maniére que
la fontion harmonique g(x,t) est identiquement nulle & chaque instant.

+ div grad g(x,t)

= div j(=,1) + + 4 gla,t)

= div j(z,t) + + A g(x,t) = A g(z,t) =0

Exercice 5.2

Probleme similaire a celui qui précede. Montrer que pour toute solution D(x,t)
de I’équation de champ (5.32) telle que

div D(z,t) = q(x,t)
il existe un champ magnétique H (x,t) qui, avec le champ de déplacement élec-
trique D(z,t), satisfait aux équations de Maxwell-Hertz.

Solution :

Compte tenu de la condition div D(x,t) = q(x, t) il découle de I’équation (5.32)
que

.. 1 *D(z,t) 1 0j(zx,t)
—rot rot D(w,t) — - —— 2 — _ 2
rot rot D(,¢) c? ot2 2 ot
Autrement dit
o, v 1 0 0D (x,t)
_ ttD,t:——('J ——Lﬁ
rot rot D(x,t) 2 Jj(x,t) + Y
Il existe donc un champ de vecteurs axiaux H (z,t), défini & un champ de
vecteurs f(x) indépendant du temps a divergence nulle pres, tel que
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1 OH (x,t)
c? ot

Dans ces conditions I’équation (5.32) peut étre transcrite sous la forme,

= —rot D(x,t) et div H(z,t) =0

aﬁ(w,t)> 10 (j(mthaD(w,t))

19 rot H(x,t) = 1 rot ( o = o

c? ot c?

Par conséquent

0D (x,t)
ot

ou le symbole g(x) désigne un champ de vecteurs indépendant du temps dont
la divergence est identiquement nulle. Le champ de vecteurs f(x) peut donc
toujours étre choisi de telle maniére que le champ de vecteurs g(x) soit identi-
quement nul.

rot H(x,t) = j(x,t) + + g(x)

Exercice 5.3

Ecrire les équations qui régissent 1’évolution du potentiel-vecteur en jauge de
radiation dans le cas du vide.

Solution :

Partant des équations (5.37) et (5.38) ot Pon a posé ®(x,t) =0 il vient :

0 div A(z,t)  q(x,t) o, o 1 0% A(z,t) .
5 = - et rot rot A(x,t) + =2 92 = po j(x,t)

Exercice 5.4
Considérons un champ scalaire F(x,t) de la forme

F(xz,t) =G(z) avec z=u-x —ct

ol le vecteur u désigne un vecteur de R® constant. A quelles conditions doit
satisfaire la fonction G : R — R et le vecteur u pour que la fonction F(x,t)
soit une solution de I’équation

O F(z,t) =0

Donner une interprétation du résultat.
Solution :

On commence par contater que



Par conséquent, la fonction F(x,t) = G(u - & — ct) est une solution de
léquation O F(z,t) = 0 quelle que soit la fonction G(z) doublement dérivable
si ||u|| = 1. L’interprétation est immédiate. Il suffit de constater que

F(x,0)=F(x+cut,t)

Exercice 5.5

A Taide de la formule (G.9) déterminer la solution F'(x,t) de I'équation O F'(x, t) =
0 qui correspond aux conditions initiales suivantes. A I'instant g = 0

)3 exp(—j—j) et a—F(az,O):O , a>20

F(=,0) = ( ot

1
a\/m
Discuter le résultat. Considérer (de maniere qualitative) la limite de cette
solution F'(x,t) lorsque a — +0.

Solution :

De l’expression (G.9) on tire

1 grad, F(y,0) 1
Fa:,tz—/ Y7 F(y,0) grad,— — | - do
@)= | .0) gradyr—r | - do(®)

Il convient ensuite d’utiliser la variable z = y — & comme variable d’intégra-
tion. Dans ces conditions

1 [ grad, F(x + z,0)

F(x,t) = — F(xz + z,0) grad,, ] ~do(x+ z)

1

1]l
1( 1 3/ (T + 2)? x+z 1 z

= —(—= exp(—i [—27—+—}-da(w+z)
4 aﬁ> lzll=c|t| a? ) az = l=?

Introduisons ensuite un systeme de coordonnées sphériques centré au point x
et tel que ’angle @ coincide avec 1'angle des vecteurs x et z. L’angle azimuthal ¢
est associé aux directions orthogonales au vecteur x. Relativement aux nouvelles
variables d’intégration ainsi définies il vient

AT J |1z =c)t| [|=]]

1 1 \3 [7 2m 2 242 49 ¢ 9
F(z,t) = o (7> / <in 0 d9/ dé exp(— ||]* + ¢ +a2||$|| c |t| cos )
2
x [ o Izl c WCT9+ct +q
a
1 1 3 2 2 t2 ™ t
- 7<—) exp(_”w”+) / sin @ do exp(—?M;Hcosﬁ>
2 af a 0 a
lel |t] a? -2t
X [ 0050—1—72}
a
Puisque
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sinh A
2 A

/ sinf df exp (A cosf) =
0

et
/ sinf df cos® exp (A cosh)
0

sinh A — A cosh A
2 1

alors

113 x| + 2 2
Pt =5 (o7) = (-— )
{_2 |l c [t , —sinh 2|z] c [t|/a?) + (2]|| ¢ |t]/a®) cosh (2]lz] c [¢|/a?)

a? 4 ||z||? 2 t2/a*
sinh (2 ||| ¢ |t|/a®) a* -2 ¢? tz}
] ¢ [tl/a® a?

Et finalement, apres quelques manipulations formelles élémentaires, on peut
écrire

( x| 4 ¢? t2>

a2

3
Flat) = (aﬁ)
< | a? -t (2 ||| < Itl) ol (2 ||| < Itl) }

] ¢ [¢] a?

Lorsque a — 0, alors

res (o) e (E

{ —c Itl (2 HwH |t|> cosh(2 HwaHzc |t|> }

—1 ( 1 )3 ( lz||? + ¢ t2)

) exp (T U

2 \aym P a?

[ ] + ¢ |t] (2 | ¢ |t\) ] — c |¢] (7 2 ||| |t|> ]
exp + exp

] a’ ] a?

12

et finalement

F(x,t) = _71 (a\l/E)B

] + ¢ |t] =zl = [th)?y |, Nzl =< |t (] + ¢ [t])?
e ( )+ El exp ( )|

| a’ a’

En conclusion, & la limite a — 0 la fonction F(x,t) est non nulle seulement
sur la sphere ||| = ¢ [t| & Pinstant ¢.
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Exercice 5.6

Déterminer les solutions Fjc;/q,(2,t) de Iéquation de D’Alembert G.1 pour
|lz]] > a lorsque

3¢ 1 siflz|| <aet|t| < afcaveca > 0.
" 8rat | 0 autrement.

Ces solutions retardée et avancée sont respectivement données par les for-
mules (G.13) et (G.16).

Commenter les résultats obtenus. Considérer (de maniere qualitative) la li-
mite de ces solutions lorsque a — +0.

s(x,t)

Indications : On commencera par noté que la densité de source s(x,t)
peut étre écrite sous la forme

% x(a—|lz|) [ x(t+a/c) — x(t —a/c) ]

ou le symbole x(u) , u € R désigne la fonction de Heaviside

X(U):{ 1 siu>0

s(x,t) =

0 autrement.

Il est ensuite suggéré d’effectuer le calcul des solutions Fj..; /4. (,t) en dé-
terminant séparément les contributions dues a chacun des deux termes ci-dessus
qui composent I'expression de la densité de source s(x,t).

Suggestion : Dans un graphe (x,t) € R? représenter les cones de lumiére
futurs (respectivement passés) attachés aux 4 points (aux 4 événements) de
coordonnées (ta,+a/c). Quelles sont les régions dans lesquelles les fonctions
Fret/av(,t) sont identiquement nulles ?

Solution :

11 découle de la formule (G.13) que la solution retardée est fournie par I'intégrale

Fret(wu t) =

dv(y)

1 3c/ X(ct—lz—yl+a) —x(ct—|z—yll—a)
4 87 at Jiy)<a oz —y

11 est évident que la solution retardée Fiet(,t) est de la forme

1 3¢
= o (Gral@,t+a/c) = Gras(@.t — a/c)

et~z —yl)
/.mga EETA

Fret (w7 t)

ot Gret(z,t)

11 suffit donc de déterminer 'expression de Giet(,t). Pour la suite posons

x=|z|| , y=|y| et cos=-—7"-
Izl llyll
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Soit encore ¢ 'angle azimutal de rotation autour de la direction x.

L’intégrant qui figure dans lexpression de la fonction Gt (2, t) est non-nul si
et seulement si la fonction x(c t— ||z —y||) vaut 1, autrement dit si et seulement
si

ct>|z—yl

ou, vu nos hypotheses,

0<e-a<|e—y|<e+a , Yy tlque [y|<a

Pour la suite de la discussion il convient de considérer séparément les quatre
situations suivantes :

1) t<t_(xz) on t_(z)=
2)  t_(x) < t<to(x) oi to(m):%

3 t(@)< t<ti(z) oh ti(z)=

Pour alléger I’écriture il convient d’adopter la notation

ct—=x

s = s(x,t) =
a

Dans la situation 1)
ct<ct_(z)=r—a<|x—y| donc s<-—1

Par conséquent 'intégrant est identiquement nul dans le domaine d’intégra-
tion. Donc,

Gret(z,t) =0 |, Vs< -1

Dans la situation 2)

ct_(x) <ct<cty(x) autrementdit —1<s<0
Par conséquent ¢ est positif et la fonction x (¢ t— ||z —y||) = 1 si et seulement
si
(cty?>>|z—y|>=2*+y*—22y cosh

autrement dit si et seulement si
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22 +y2 — (c t)?

< cosf
Y < cos

Le probléme est alors quelles sont les valeurs de 6§ € [0, w] et y € [0, a ] pour
lesquelles I'inégalité qui précede est satisfaite ? Pour la commodité de I'exposé,
posons

22 4+y?—(ct)? x2—(ct)® 1 Y
faly) = el et L,y
2z y 2z y 2z

Puisque 22 — (¢ t)? est positif la fonction f,(y) décroit de maniére monotone
de 400 vers une valeur minimale

~ Ymin ct\?2 N _ _ 3 5
Jo(Ymin) = =yl () ST oot y=gun= Ve —(ct)

lorsque y varie de 0 & +o00. Ensuite, depuis cette valeur minimale f,(y) croit de
maniére monotone vers +oo. Comme f,(y) > 0 lorsque y varie de 0 & 400 en
passant par une valeur minimale inférieure ou égale a 1 la question est : quelles
sont les deux valeurs de la variable y pour lesquelles f,(y) = 1. On constate
aisément que

fo(y) =1 lorsque y=y_=xz—ct ou y=yy=xz+ct
Il est manifeste que
O<y_=ax—ct<z—ct_(xr)=a

et
yr=xz+ct>zx+ct_(x)=2x—a>x>a

En conclusion, dans le domaine d’intégration
x(et—lz—yll) = 1
si et seulement si

O<z—ct<y<a et 0 <0 < Opax = argcos f,(y)

Déterminons la valeur de la fonction G,et(,t) qui correspond a cette situa-
tion 2). On a
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B x(ct—|lz -yl
Grar(@,1) = /” » av (y)

2 -yl
N Omax 2m 1
= / dey/ sinf df [ do
rx—c t 0 0 \/x2+y2_2xycose
= 27r/a y? dy \/x2+92—2$y cos 6 |fmax
r—c t Ty 0
2 [ 5 -
= ydy[\/x +y _2$Z/f(y)—|x—y|]
rx—c t
27 (¢
= ydy[Ct*ery‘]
z rz—c t
= 2 ety (G- Gy (@ L ey
T 2 5 3 3

Finalement, lorsque —1 < s <0

47a® {3

Gret(w7t) = 3

Dans la situation 3)

to(xr) <t <ty(x) autrement dit 0<s<+1

Dans ce cas 22 — (c t)? est négatif et par conséquent la fonction f,(y) croit
de maniére monotone de —oo & 400 lorsque y varie de 0 a +o00. Quelles sont les
valeurs positives de y pour lesquelles f,(y) = —1 et f.(y) = +17 On constate
aisément que

fo(y) = -1 si y=y_=-ax+ct<-z+cti(z)=a
et

fa(y) +1 st y=yr=z+ct>atcty(z)=2x

En conclusion, dans le domaine d’intégration

x(ct—lz—yll) = 1
si et seulement si
0<y<—x+ct et 0<o<m
puis si

0<—-z+4+ct<y<a et 0 < 0 < Opax = argcos f(y)

Par rapport a la situation précédente I'intégration par rapport aux angles 6
et ¢ est inchangée. Il vient
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2 —xz+c t a
Gret(x7t):1(/ 2y2dy+/ ydy[ct—xﬂ/})
0

X —x+c t
2m (—z+ct)? a®> (—x+ct)? a® (—x+ct)
- B RLIE g ) (2 teret)
z [ g Trred(3 2 3 3
Finalement, lorsque 0 < s < +1
4ma® 3 1
. - 142618 -2 (1 3}
Cral@t) = 5 [1+ 35 (1=s) =5 (1=s")

On remarque alors que cette derniére expression coincide avec ’expression
de Gyet(x,t) obtenue dans la situation 2).

Dans la situation 4)

ty(x) <t autrementdit +1<s

et par conséquent

fo(y) = -1 si y=y_=—-ax+ct<—-z+cti(x)=a

Dans ces conditions

X(ct—||as—y||):1 si et seulement si 0<y<a et 0<o<r

et par conséquent, lorsque +1 < s

4ra®

2r [
Gres(x,t) = — 29?2 dy = —
ret (1) - /0 Yy ay 3 2
Les valeurs de la solution retardée Fio (i, t) s’obtiennent directement & partir
des valeurs des fonctions Gyei(x,t £ a/c) autrement dit des valeurs de ces der-
nieres fonctions pour s remplacé par s+1. Il convient donc de traiter séparément

les cinq situations que voici

0 sis<—2
—s3—-3s24+4 si —2<s< -1
c —s3—-3s%2414 si—1<s<0

Fra@t) = 3572 X | 499 -36244  si0<s<+l

+s2—3s2+4 si+1<s<+2

0 si +2<s
En résumé :
c 0 sis<—2
Fret(x,t) = Is|> =3 |s|>4+4 si —2<s< 42

— X
2razx 0 si4+2<s
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Lorsque a — 0 alors

. 0 sict#ux
(}%Fret<mvt)_{ +00 sict==x

Considérons pour terminer la fonction avancée F(z,t). I1 découle de la

formule (G.16) que la solution avancée est fournie par 'intégrale

Fo(x,t) = dv(y)

1 30/ x(ettllz -yl +a) = x(ct+|lz -yl —a)
4 87 a4 lyl|<a ||$E+y||

Il est évident que la solution avancée Fyy(x,t) est de la forme

1 3¢
Fo(z,t) = vl (Gav(®m,t +a/c) — Gay(,t — a/c))
t _
N P
lyl<e  llz =yl

11 suffit donc de déterminer 'expression de G,y (x, t). Or U'intégrant qui figure
dans Pexpression de la fonction Gy (2, t) est non-nul si et seulement si la fonction
x(ct+|x —y|) vaut 1, autrement dit si et seulement si

ct>—lz—y

ou, vu nos hypotheses,

0<z—a<|z-yl|<z+a , Yy telque [y[<a

La suite de la discussion peut étre menée d’'une maniere similaire a celle qui
a été adoptée ci-dessus pour déterminer les valeurs de la fonction Gret(, ).

Pour la suite de la discussion il convient de considérer séparément les 4
situations suivantes :

1) (=t) <t_(x)
2)  t_(x) < (—t) <to(x)
) tl@) < (—1) <ti(@)
1) ty(m) < (-

En résumé on parvient ainsi aux résultats que voici :

. 0 sis< -2
Fav(m,t) = m X |S|3 -3 |S|2+4 si —2 S S S +2
0 si2<s

oll maintenant le symbole s désigne la grandeur
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ct+x

Lorsque a — 0

. (o0 si o ct# —x
i%Fav(mat)_{ +00 si ct=—x

Exercice 5.7
Soit un milieu matériel qui occupe une région I' de I’espace et qui possede la pro-
priété de s’opposer a toute "pénétration” d’'un champ électromagnétique. Quelles
sont les forces que subirait ce milieu mis en présence d’un champ électromagné-
tique, dans le vide.

Indication : Consulter la fin de la sous-section 5.4.1.

Solution :

Sur la surface du milieu © € T’

D, (£, t)=0 et EH(w,t) 0
Bi(x,t)=0 et H, (x,t)=0
Et pour le vecteur de Poynting et la densité de courant de quantité de mou-

vement

Si(xz,t)=0 et Ti(x,t)=0

DL(IB,t)Q n BH(CC,t)Z _ €0 El(a;t)z I Ho j‘.?ﬂ(ib,i)

gem(w; t) = uem(ma t) =

2 €o 2 Mo 2 2
De (5.70) et (7.75)
Te(@,t) = Lem(m,t) ey — By k(z,t) Dy (2,t) — Hy 1(z,t) By(z,t)
em 1D (z,t)?  By(,1)’
= - t —
p (w,)ek+3( e + m )6k
_DJ_ k(x,t) D (x,t) _ BH k(x, 1) BH(:I:,t)
€o Mo

Ainsi, sur la surface dI', puisque le champ d’induction est tangent & cette
dernieére surface on a
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z,t)2  Bj(x,t)?
(@, 1) -do(®) = p™(z,t) dak(m)+%(Di(€O’t) +B'(Mo’t) )dok(m)
D, gz, t) Dy (,t) - do(x)

€0

Or, dFy(x,t) = =Tk (x,t) - do(x) et par conséquent

E(Dl(:li,t)Q i BH(IB,t)Q

dF (xz,t) = —p“"(x,t) do(x) — 3 - o

) do(x)

+DL(alc, t)? do(x)
€o

Finalement

o Di(@,1)? By (x,1)?

€0 Mo

dF(z,1) = —p°™(z, 1) do(x) + %( ) do ()

Exercice 5.8

S’inspirer des formules (5.52) et (5.53) pour déterminer ’expression des poten-
tiels retardé et avancé en jauge de Lorenz pour une charge électrique ponctuelle
Q) qui se meut avec une vitesse constante v, de norme inférieure a la vitesse
de la lumiere. Déterminer ensuite le champ électromagnétique produit par cette
charge en mouvement. Discuter la nature qualitative du résultat. Discuter 1’in-
fluence de la vitesse v. Y a-t-il production de rayonnement ?

Solution :

Sans perte de généralité on peut supposer que

ylt)=vt

Supposons le point et U'instant ¢ fixés. Lorsque la charge électrique est
ponctuelle le temps retardé t,et(x,t) < t est fourni par la relation

| @ — v tret(w,t) | =c (t—trer(z,t) )

En revanche si 'on suppose qu’a chaque instant la charge électrique @ est
uniformément répartie a 'intérieur d’une boule B (n, U tret (T, t)) de rayon n <<
|| € —v tret(x, t) || centrée au point v tret(x, t) alors le temps retardé tpot(x, t) +
Otres (@, t,0y) associé & un point y = v tet(x,t) + dy & lintérieur de cette
derniere boule satisfait a la relation

|z — 0y — v tret(t, @) — v Otrei(t, x, 0Y)|| = c( t — tret(t, @) — dtret(t, , 0Y) )
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Par conséquent, si l'on se limite au premier ordre en ||Jy|| on obtient la
relation

(x — v tret(t, @) - Oy
c? (t — tret (2, m)) —v- (:c — v tret (¢, w))

5tret (t, Z, 5y) =

Il convient alors de poser

et d’écrire

6tret (t7 €T, 5y) =

Pour déterminer le potentiel retardé ®,.¢(x,t) associé & cette derniere dis-
tribution uniforme de charge électrique a I'aide de ’expression il convient
d’introduire ’ensemble

D(z,t,n) = { 0y | 0y — v 6tres(t,2,0y)|| <7 }
des vecteurs dy tels que

v tret(tam) + 6y € B( n, v (tret(mat) + (;tret(mata 6y)) )

Dans ces conditions, si I’on néglige les contributions d’ordre supérieur, on
peut écrire

blat) 1 3Q / dV (éy)
ret ) - 4 T €0 47T 773 6y€F(Z,t,7I) C (t — trct (t, :13) - 5trct(t, $; 5y))
1 3Q

R%

/ dV (dy) (1 Otret(t, ¢, 0y) )
dmeo AT 0P Jsyer(mim ¢ (t— tret(t, ) t — tret(t, )
1 3Q 1

4w €0 dr 773 ||.’13 - tret(tvm)H dyel(x,t,n)

12

4V (5y)
Or, au premier ordre

47 03 1
dV(éy) =
/53/61“(%75771) %) 3 l-v-n(=t)/c

puisque, au premier ordre toujours

ret = (o | | ou -2 T2 <)

Autrement dit le domaine I'(x, ¢, n) est délimité par un ellipsoide. Finalement
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Q 1 1

Dt (,t) = Aregl—v-n(@t)/c||z—v telt, )|
_ @ !
N 4meg ||m_vtret(tvw)”_v' (w_vtret(t’x))/c
Q 1
T a4 g0 R(p,v)

Dans cette derniere expression on a posé

p=xT—vt

et

R(p,v) = |z—vte(t, @) —v- (x—v te(t,x))/c

Ve (%) e

Pour établir la seconde égalité qui précede on commence par remarquer que

lp+v (t—t(t,) ) | =c (t—tiee(t, ) )

d’olt I'équation du second degré en ¢ — t,e4(t, ) que voici

(02—112)(t—tret(t,a:) )2—2U-p(t—tret(t,:c) ) —-p*=0

de laquelle on déduit ’expression

¢ (t—twet(t,@) ) = : _11)2/62 [ P;’U + \/<P;’U)2+ (1 - %j) pz}

Par conséquent

VER +(1-%) = (1-%) ¢ (1-tte)) - 228

v2 r—vt) v
(1-%) le—v tus(t.2)] - Q

(z—vt) v

2
v
& —v bt @) = — (¢~ tree(t,) ) -

(@ —vtet(t,) ) -0

||.’1} -v tret(tvm)” -

R(p,v)

Posons
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(v-p)v
PI= "z ¢ PL=PP

On peut ainsi écrire

Bow = (22) (1= %) = ot (- B)

Le potentiel-vecteur fourni par ’expression découle d’'une démarche par-
faitement similairement a celle qui vient d’étre adoptée pour le potentiel scalaire.
On parvient ainsi I’expression

Q 1 v

A b)) = -
(1) 4mey ¢ R(p,v)

Il est important de noter que dans les expressions du potentiel scalaire
Dot (x,t) et du potentiel-vecteur A,et(x,t) valables a 'extérieur de la boule
B(n,'v tret (a:,t)) le rayon 7 ne figure pas. Par conséquent les expressions ob-
tenues pour ces grandeurs sont valables pour une charge électrique ponctuelle.
Pour finalement déterminer les expressions du champ électrique et du champ
d’induction il convient d’évaluer d’abord le gradient du potentiel scalaire @, (x, t)
et la dérivée par rapport au temps du potentiel-vecteur A,q(x,t). Il vient

1 p+ (1 —-2%/c?) p, o 1 v -
grad ( ) -2 ( 3) o 2 )= e
R(p,v) R(p,v) Ot \R(p,v) R(p,v)
Par conséquent
A
E(x,t) = -—grad ®(x,t) — 8%75:1:,1?)
Q [ p+ (1—v?/c?) p, v wep }
47 e R(p,v)3 ¢ R(p,v)3
et
B(x,t) = rot Aei(x,t) = grad O, (x,t) A :—2
Q v Pt (1-v?/c%) po
- dmeg c? R(p,v)3
En résumé
E(z,t) = _Q (1,£> — P ot Bl t)fw
T dm e 2/ R(p,v)3 e c?

Du point de vue qualitatif ces résultats montrent que le champ électrique de
la charge électrique ponctuelle est radial et de symétrie cylindrique par rapport
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a la trajectoire de celle-ci. Quant au champ d’induction il présente également la
symétrie cylindrique. Les lignes de champ sont des cercles situés dans les plans
orthogonaux a la trajectoire de la charge et centrés sur cette derniére.

Lorsque la vitesse v est nulle bien entendu le champ électrique est coulom-
bien & symétrie sphérique et le champ d’induction est partout nul. A vitesse
faible, c’est-a-dire lorsque ||v||/c << 1, la premiere manifestation est I’appari-
tion d’un champ d’induction et le champ électrique concerve 1’allure d’un champ
coulombien en translation.

Enfin, le comportement asymptotique du champ électrique lorsqu’on s’éloigne
de la charge est d’ordre O(]|p||=2) et "a fortiori” celui du champ d’induction est
du méme ordre. Le vecteur de Poynting décroit donc avec la distance a la charge
comme O(||p||=*). Il n’y a donc pas de rayonnement puisque la puissance rayon-
née est nulle a I'infini.

Exercice 5.9

Etudier la propagation d’une onde plane dans un milieu matériel homogene
et isotrope dont la susceptibilité magnétique (voir (3.82)) est non-linéaire avec
saturation. A saturation la norme de ’aimantation vaut M,,. La susceptibilité
magnétique est de la forme

1—exp(— B(z,t)/Bx)
B/Bu

Xm(B(wvt)) = Xm0 olt B(:E,t) = HB(SE’t)H

Dans cette expression By, = o Moo/ Xm o €t le symbole x,,, o désigne la sus-
ceptibilité magnétique du milieu & champ d’induction faible, c¢’est-a-dire lorsque
B << By. Quant aux propriétés diélectriques de ce milieu, elles sont celles
du vide.

1. Quelle est la forme de la densité d’énergie électromagnétique dans ce mi-
lieu? Choisir les constantes d’intégration de maniére que cette densité
d’énergie s’annule en champ nul.

2. Etablir I’équation qui gouverne ’évolution du potentiel-vecteur en jauge
de Coulomb.

3. Montrer que cette équation peut s’écrire sous la forme

O A(z,t) = —po Jgewr(T,t)

. 1 o o
Jaeur(x,t) = — rot( Xm(B(xz,t)) rot A(z,t) )
Ho

solution :

1. Selon la relation (3.83) la perméabilité magnétique du milieu a pour ex-
pression

M(B(x,t)):wz—;(m’t)) avec  B(x,t) = p(B(a,t)) H(,t)
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et par conséquent la relation (4.33) prend la forme

Oup (D(x,t), B(z,t)) _ By(=.t)
OBk = Hil@t)= p(B(x,t))
_ 1oxwml(B= 1) xml(f(wvt)) Bi(z,t)
_ B o B(x,t) 0B(x,t)
Autrement dit
um (D(,t), B(z,1)) B(x,t)

55 = (1 — Xm (B(w,t))) o

et finalement la densité d’énergie électromagnétique peut étre écrite

uem(D(:B,t),B(:c,t))

D(z,t)2 B(z,t)? mo BX /B(z,t B(z,t
(537 ) + (iL‘, ) _ Xm0 Dy ( (CL‘, ) —|—exp<— (wv )) _1)
29 210 Ho B B
D(z,t)2 Bl(z,t)? B(z,t
_ D@o” (w’)+(X( (= ))—1)MOOB(w,t)
2e0 210 Xm 0

. Pour dégager I’équation qui gouverne 1’évolution du potentiel-vecteur en
jauge de Coulomb commencons par exprimer le rotationnel du champ ma-
gnétique a partir du potentiel-vecteur. Il vient

rot H(x,t) = rot (M) = rot (M>
w(B(@.0) w(B(@.0)
1 v 1 . v
= grad (—— ) Arot A(x,t) + ——— rot rot A(x,t
(it y) 72 A0+ ) )
1 o 1
= grad (——— ) Arot A(z,t) — ————~ A A(z,t)
(N(B(ﬂﬂat))) pn(B(z,1))
Puisque par ailleurs
.., _0D(z,t)  OE(x,t) 0?A(x,t)
rot H(x,t) = T T B>
on parvient alors & la relation que voici
d p(B(x,t N 2
_grad i (w; ) Arot A(x,t) — L A A(z,t) = g A=Y A(;c’t)
M(B(:n,t)) ,u(B(a:,t)) ot

Finalement 1’équation qui gouverne 1’évolution du potentiel-vecteur en
jauge de Coulomb s’écrit
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2A(x ra T, y
A Az, t) —eo p(B(x,1)) %&2@ = -2 /:zg((fi)) ) Arot Az, 1)

lrot A(a,t)|

ou, rappelons-le :  B(x,t)

3. Compte tenu de lexpression de la perméabilité magnétique u(B (z, t))
obtenue sous 1), ’équation qui précede prend maintenant la forme suivante

€0 Mo O*A(x,t)  grad Xm (B(z, 1)) 9
AN Az, t) — = (B@.D) i e— (B(,0)) Arot A(x,t)

et par conséquent on peut aussi I’écrire sous la forme

02 A(x,t .
A A(:l?,t) —€o MO% = —Ho Jﬁctif(a:vt)
ou
. 1 o
Jﬁctif(wat) = % [ grad Xm(B(:I},t)) Arot A((I},t) — Xm (B(:B7t)) A A(wvt):|
S rot (Xm(B(a:,t)) rot A(w,t))
Ho

Exercice 5.10

On se place dans les conditions de 'exercice (5.9).

1—exp(— B(z,t)/Bx)

B ot Bl,t) = |B(a,t)]

Xm(B(myt)) =Xmo0

Etudier les solutions du type “onde plane” de I’équation,

OA(z,t) = —po Jhenie(T, 1)

ou

. 1 o o
Jaetir(,t) = — rot ( xm(B(az,t)) rot A(x,t) )
Ho

c’est-a-dire les solutions de la forme

A(x,t) = Ag g(u(x),t) ou wulx)=n-x
ou mn est un vecteur unité qui fixe la direction de propagation de I'onde plane.

Se livrer a une approche perturbative des solutions stationnaires de 1’équa-
tion qui précede en partant d’une solution onde plane stationnaire dans le vide
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puis en traitant I'influence du milieu matériel comme un effet correctif du pre-
mier ordre qui vient s’ajouter a cette ’onde plane. Plus précisément, ce que I'on
demande d’étudier de maniere approchée c’est I’apparition d’harmoniques dues
a la non-linéarité de la susceptibilté magnétique du milieu matériel.

Solution :

Commengons par dégager les restrictions apportées par la condition de jauge de
Coulomb. On a

div A(z,t) = Ap-grad g(u(x),t) = W Ag - grad u(x)
_ ag(lg:)’f) Ag-m =0

Par conséquent la condition de jauge de Coulomb est satisfaite si et seulement
si

Ao"l’l:O

Dans ces conditions, le champ d’induction est fourni par 1’expression

o o t
B (z,t) = rot A(z,t) = grad g(u(x),t) N Ay = % n A A
u
et de la il suit que la norme du champ d’induction s’écrit
o Og(u(x),t .
B(x,t) = ||rot A(z,t)|| = Ay ‘%))‘ ou Ay =| Aol

Ensuite venons-en a ’expression de la densité de courant "fictif”. Cette den-
sité de courant est fournie par I’expression

o Gaer(@,t) = 10t (X (B(a,1)) rot A1) )
dg(u(z),t)
ou
9g(u(z), t)
ou

— ot (o (Blat) nAA )

= grad (xm(B(a:,t)) ) A(nAAy)

grad (Xm(B(w,t)) M )

— grad [xm(Ao ‘Bg(ua(:),t)b dg(u(x),t) }

= 2 (o et Ot
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Finalement 'expression du courant "fictif” s’écrit

Ho Jgicuie(T,t) = *% { Xm (AO ’ag(ua(;n) )D i ﬁ(u) g

J 40

Compte tenu de la forme explicite de susceptibilité magnétique le facteur
qui figure dans l’expression précédente de la densité de courant "fictif” prend
finalement la forme explicite que voici

g om0 [P0 ) 22522

ou ou
_ 9 {1_GXP( (Ao/Bx) \39 u(z),t)/du| ) 0 (u(m),t)}
0 o (Ao ) 25000 /0 Du
- e g L[ ow (- [ [ (50
— Ym0 exp<_ % 39(%@(:)%)‘) 829(555),15)

Finalement, apres simplification relativement au facteur Ay on parvient a
I’équation que voici pour la fonction g(u(x),t).

*g(u(x),t) 1 0’g(u(x),t)

Ao 3g(u(w)7t)D 0%g(u(), t)

o =m0 e (-5 [, 7

Ou? c2 ot2

Livrons-nous maintenant a une approche perturbative au premier ordre d’une
solution de 1’équation qui précede. Comme onde libre nous considérons 1’onde
plane monochromatique de pulsation w que voici

go(u,t) =sin (27 (u — ct)/N) ou A= 27TC:2%
w

Le symbole A désigne la longueur d’onde correspondante. Autrement dit

go(u(z),t) =sin(k-x —wt) =sin (k (u(z) — c t)) ot m= —

Il est aisé de constater que la fonction go(u, t) est une solution de 1’équation

9?go(u, t) 1 9?go(u, t)

=0
ou? c? ot?

Une solution au premier ordre

g(u,t) = go(u,t) + Xm o0 g1(u,t)

est alors donnée par une fonction g;(u, t) solution de I’équation d’onde avec
second membre

155



2 ) 1 02 ¢
agég;’ )76—2 3916(;;, ):4’@‘2 exp(fa‘coszD sin z

ou pour alleger ’écriture on a posé

k Ag
B

et z=k(u—ct)

Pour traiter le probleme il convient de faire intervenir le développement
en série de Fourier du second membre de I'équation aux dérivées partielles ci-
dessus. Puisque ce second membre est une fonction impaire de la variable z ce
développement s’écrit

o0
exp(—a |cosz|) sinz = Zaj(a) sin (5 2)
=1

ou

1 ™
a;(a) = 7/ exp (— « ‘cosz’) sinz sin(j z)dz ,Vji>0
—T

Mais on constate immédiatement que cette derniere expression du coefficient
a;(a) est nulle lorsque la fonction sin (j z) est impaire par rapport & la valeur
z = m/2. Dans ces conditions aj(e) =0, j =2, 4, ... et par conséquent on
peut écrire

oo

exp(—a|cosz|) sinz = Z aze41(a) sin ((20+1) 2)
=0

ou

age41(@) = %/ exp (—a|cosz|) sinz sin((20+1) 2) dz , VY 0,1, 2, ...

—T

Finalement I’équation aux dérivées partielles qui fournit la fontion g; (u, t)
prend la forme

9291 (u, t) 1 0%g1(u, t)

_ 2 gaw ) 2 : B
o2 2 o012 k ;02”1(01) sin (20 + 1)k (u—c t))

= —k? Z@Hl(a) [ sin (20 + 1)k u) cos ((2041) w 1)
=0

—cos ((20+ 1)k u) sin((20+1) wt) |

Or on s’intéresse a une solution qui décrit la propagation des ondes en régime
permanent. On recherche donc une solution de la forme
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a(u, t) = k2 Za2g+1(a) [02g+1(u) sin ((26—1— 1w t)
(=0

+daes1(u) cos ((20+1) wt) ]

ou, rappelons-le w = ¢ k. L’introduction de ce développement dans 1’équation
aux dérivées partielles suivie de 'identification des termes en sin ((28 +1) wt) et
cos ((2£ +1) wt) conduit aux équations différentielles linéaires du second ordre
avec second membre qui suivent pour les fonction copq1(u) et dopiq(u).

d202[+1(u) n (2£ + 1)2(.4}2

e = coer1(u) = cos((2041) k u)
d%d 20+ 1)2w? ,
ZZJ;(U) + ( 02) d doep1(u) = —sin((20+1) k u)

Il est aisé de vérifier que les fonctions

u sin ((20+1) k u)

u cos((20+1) ku
ng+1(u) = B et d2g+1(u) = (( ) )

2

sont deux solutions particulieres des équations différentielles qui précedent. La
solution particuliere g1 (u, t) qui en découle est donc de la forme

g1 (u, t) =k? Zaze+1(a) u cos ((2€+;)k (u—ct))
=0

Cette solution est ainsi définie a une solution de I’équation sans second
membre

9291 (u, t) 1 9291 (u, t) —0
ou? c2 ot?
pres. Mais cette solution de I’équation sans second membre qui précede peut
étre ramenée a une redéfinition de 'onde non perturbée go(u, t). Mais de toute
maniere le résultat qui vient d’étre établi répond a la question posée.

Exercice 5.11

Effectuer des développements similaires a ceux qui sont présentés a la sous-
section 5.4.4 mais pour une situation ot la fonction de réponse du milieu matériel
diélectrique est de la forme

P Xo [ 1 si0<t<r
X (t) = T { 0 autrement ’

ou le symbole xg désigne une constante physique sans dimension telle que
0<xo <1
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Ecrire I’équivalent de 1’équation d’onde (5.116). Déterminer ’équivalent de
la relation (5.119) puis les correspondantes des expressions (5.122) et (5.123)
lorsque les vecteurs k(w) et k(w) ont la méme orientation. Discuter la dissipa-
tion d’énergie. Qu’en est-il des hystéreses ?

Solution :

t t
P(m,t):so/ ot —t') E(z,t) dt’:%/ E(z,t) dt’
t—1

— 00 T

Par analogie avec (5.111) on pose

+oo T %

Xa(w) = / dr’ xE(7") exp (iwt’) :/ dr’ 22 exp (iwr’)
0 0 T

exp (iwt) — 1

1wWT

et

exp (iwT) — 1)

e(w) = co(1+xEw) =<0 (1= x0 T

De (5.101), puisque p(w) = o, il vient

2

) -1
A E(z,w) + % (1 — 1 Xo exp (iwr) = 1
c

) E(x,w)=0

wT
et

div E(x,w) =0

Par conséquent,

E(z,w)=FE(w) exp(ik-x) ou k-Ew)=0

est une solution de I'’équation précédente des lors que k(w) € C3? satisfait a la
condition

k(w)®

1 .
=@ == (1-ix

exp (iwT) — 1)

w wT

Par conséquent

M _ Ci2 (14 x0 Sinuf:T) )
et Ko(w) - () _ X0 ( 1 — cos (wr) )
— 5 2 wT
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Poser ko(w) = ||ko(w)|| et k(w) = [|k(w)| si ces vecteurs sont de méme
orientation alors

ko(w)4 1
T (1

sin (wT) )ko(w)2 B L% ( 1 — cos (wT) )2 _0
wT w? 4t wT

et les correspondantes des relations (5.122) et (5.123) s’écrivent

W

w? (wT)? wT

ko(w)? 1 sin (wT 1 — cos (wt sin (wT
o o2 [\/”“0057)*“3()*(1”0 y)}

K(w)? 1 sin (w 1 — cos (w sin (w
Wy _ L [ 1+2X0M+2xg#—(um ﬁ)}
w 2¢ wT (wT) wT

Venons-en a la dissipation d’énergie. La conductivité effective du milieu
Oeff(w) & la pulsation w est donnée par lexpression (?7?). Par conséquent,

puisque p(w) = po,

Oeff(w) =w Im(e(w)) = 6()7_& (1 —cos(wr)) >0

Pour les cycles d’hystérese commengons par noter que 'argument §(w) du
nombre complexe &(w) est fourni par la relation

_ Imw) _ xo (1—cos(wr)) o 0<d(w) <

tan d(w) = Re(w)  wT 4+ xo sin (wT)

ro] 3

Et dans ces conditions

D(z,w) exp (—iw t) = le(w)| E(x,w) exp (—i(w t — §(w)))
En phase le champ de déplacement électrique est en retard par rapport au
champ électrique.

Exercice 5.12

On considére un milieu diélectrique qui présente une réponse diélectrique locale
retardée de la forme

400
D(z,t) = 50( E(z,t) +/ Xot') E(z,t —t) dt’ )
0
ot la susceptibilité électrique x L (¢') est telle que

w2
e(w) = 2o (14— Daeme )
wf—w? —iyw
ot les symboles wplasma, wo et v désignent des constantes. La constante wy fixe
la position d’une fréquence de résonance du milieu diélectrique dont la constante

v < 2 wy fixe la largeur.
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1. Transcrire la relation locale entre le champ de déplacement électrique et le
champ électrique en une relation instantanée impliquant des dérivées par
rapport au temps d’ordre arbirairement élevé pour le champ électrique.
Dans ce but on fera intervenir le développement en série de Taylor du
champ électrique E(x,t—t") par rapport & t'. Evaluer de maniere explicite
les termes de ce développement jusqu’au terme en 92 E(x,t)/0t>.

2. Montrer que la série obtenue sous 1) peut étre obtenue a laide de la
transcription formelle,

D(z,t) = s( i% ) E(z,t)

Solution :

On a

et par conséquent

P L[> p
xp(t) = Gy X (w) exp (—iw t) dw
—00
1 [t WP

plasma .
= — — 5 . €X —iw t) dw
2T J oo Wi —w? —iyw P )

Pour évaluer l'intégrale qui précede, faisons appel au théoreme des résidus.
Les poles de l'intégrant sont donc les racines wy de 1’équation

w*+iyw—ws = 0 donc w:wi:fi%:tﬂ

ot Q = \Jwi—72/4>0

Les résidus correspondants Ry (t) s’écrivent respectivement

1 F wzlasma ;
Ee(t) = 5 ﬁ exp (i 1)
1 :F wZ asma y
= o oo exp(Fi Q1) exp(— 1/2)

Si t < 0 alors I'intégrant tend suffisamment rapidement vers 0 sur le demi-
cercle a l'infini I'm(w) > 0 pour que

2
1 too wplasma .
— —— 5 ————exp(—iw t) dw
2m J oo Wi —w? —iy w

1 w?
= — %exp(fiw t) dw=0
21 Jr ., Wi —wF =iy w
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ou le symbole I'(;) désigne le chemin d’intégration de —oo & +oo fermé par le
demi-cercle a l'infini dans le demi-plan complexe Imw > 0 parcouru dans le
sens trigonométrique positif. Comme les poles de I'intégrant appartiennent au
demi-plan complexe I'mw < 0 le théoreme des résidus nous permet de conclure
que la valeur de l'intégrale est nulle.

Par contre lorsque ¢t > 0 l'intégrant tend suffisamment rapidement vers 0 sur
le demi-cercle & l'infini Im(w) < 0 pour que

1 +oo w2

plasma .
— 5 — 5 . €xXp (—iw t) dw
2T J_po Wi —wF =iy w

2
1 Wi
. plasma .
= 27 N B exp (_'Lw t) dw
T Jr_, W —w iy w

olt le symbole I'(_ désigne le chemin d’intégration de —oo a +oo fermé par le
demi-cercle a l'infini dans le demi-plan complexe Imw < 0 parcouru dans le
sens trigonométrique négatif. Comme les poles de l'intégrant appartiennent au
demi-plan complexe I'mw < 0 le théoreme des résidus nous permet de conclure
que la valeur de l'intégrale est 'opposé de la somme des résidus multipliée par
2imw. Autrement dit

1 [T WP
— Hw exp (—iw t) dw

5
21 ) o W§ —wr =iy w

—2i 7 (Ry(t) + R_(1))

2
wplasma

= PO sin(Q1) exp (7 t/2)

En résumé

Pty = 0 lorsque t < 0
Xe(t) = (W2 lasma /) sin (2 1) exp (= t/2) lorsque ¢ > 0

Abordons maintenant question 1). Le développement de l'expression du
champ électrique en puissance de t’' s’écrit

+oo n n
E(m,tft’):z(*l) (t')" (ﬁ) E(z,1)

n!
n=0

et par conséquent on peut aussi écrire

D(z,t) = £ [E(x,t)+§ (_1!)n Xn <g>nE(w7t)}
n=0

n ot
Par ailleurs soit
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2

Whlasma +oo
Xn = -2 / )" sin (Qt') exp (—y t'/2) dt/
Q 0
21 a —+oo
= m ( 2 a—) / sin (Q t') exp (=~ t'/2) dt’
0 1
= plasma ( 2 87’7 2/4 + 02
Ainsi, lorsque n = 0, 1, et 2,
1 W2 e
2 plasma
X0 = Wplasma =
P v2/4 + Q2 w?
2
X1 = w2 il = Cplasma 7
plasme TR0 T uf
Y _ wglasma 3 72 —4 QQ o wglasma(’yz - wg)
2 = 3 =
2 (/a0 :
Ensuite, remarquons que pour z € C
= (=1 L (22)" O\ 1
| Xn 2" = w?)lasma Z | (7) 274 L 02
n n! oy/ ~2/4+4+Q

n=0 : n=0
1

w2 — 5 5
plasma (7/2+Z)2 +QQ

w
— __ plasma P . Y~ e
T Py oyag XEE) ol wo= VTR

Si dans cette derniére expression on remplace z par —iw on a bien

2

wplasma

P
W)= —w——mmm—-"—
Xe() wd — w? — iyw

Ainsi, de maniere formelle, par remplacement de w par I'opérateur de déri-
vation par rapport au temps ¢ 9/0t, on parvient & la relation suivante

P(x,t) =<y x5 (2 %) E(x,t)

et par suite

D(z,t) = E(i —) E(x,t)

Ainsi, en premiere approximation

2 2
lasma w lasma Y 8E(w,t)
D) = o[ (14 505) pla) - S 22
2 2 2V a9
+wp1asma(’y wO) 0 E(m,t) i ]
o oz
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Exercice 5.13

On considere un milieu conducteur dont la conductivité dépend de la fréquence
de la maniere suivante

0o Y
W)= ———
o(w) vy —w
La constante diélectrique et la perméablité magnétique de ce milieu sont
celles du vide. Etudier la propagation des ondes planes dans un tel milieu.

Solution :

j(x,w) =o(w) E(xz,w)
Alors, vu (5.98)

o(w)

iw q(x,w) = div j(z,w) = JE:) div D(x,w) = =

q(z,w)
Par conséquent

(M

—iw) g(x,w) =0 etdonc g¢g(z,w)=0 Vo e w
€o

De (5.100) et (5.101)

2

div E(x,w) =0 et A E(x,w)+ % E(z,w)=—iw p o(w) E(x,w)

ot de (5.94)

9 otE
Bla,w) = TOHE@)

1w

Solution onde plane. Eg € C3. k(w) € C3

E(xz,w) = Eq exp (ik(w)-x) ou k(w)-Ey=0

Alors

Poser

k(w) =ko(w) +ik(w) ot ko(w)eR® et r(w)cR?
d’ot1, compte tenu de la forme explicite de la conductivité o(w)
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2 2 2 2
w w w? w4+ v(y —0o/e0)
k) 2 2 _ bl o %
o(w) K(w) 2 Mo 007724_@2 2 7+ o2
2
Y w w® yoo/eo Y
2ko(w) - kr(w) = =
o(w) - K(w) MO0 5 5T E T, Pia?

Limitons notre discussion au cas ot l'orientation des vecteurs ko(w) et K(w)
est la méme et posons

ko(w) = [[ko(@)[| et k(w) = [lx(@)]

2 1 2 1
ko(o;) _ { | _ o 90/ n (vo0/¢0) N (1 ~ 700/<0 )}
w 9 2 72+ w? w2 A2+ w2 72+ w?
ro(w)® 1 voo/e0 | (v00/€0)? 1 Yo0/€0
2 T 9 .2 1-2 43 2 T 2 2 s U2
w 2c ¥4+ w w ¥4+ w ¥4+ w

Exercice 5.14

La théorie de Born et Infeld a été développée pour attribuer une masse d’origine
électromagnétique aux particules chargées assimilée a des point matém’els.ﬂ

Dans cette théorie la densité d’énergie du champ électromagnétique dans le
vide est donnée par une ’expression de la forme

(Bt Ble0) =1+ (P By |

Uoco

dans laquelle le symbole u., désigne une constante positive qui possede la di-
mension d’une densité d’énergie.

1. Vérifier qu’en champ électromagnétique faible la densité d’énergie de Born
et Infeld tend vers la densité d’énergie (5.21).

2. Quelles sont les relations phénoménologiques propres a cette théorie de
Born et Infeld ?

3. Quelle est ’énergie électromagnérique Ep; que cette théorie attribue a
une charge électrique ponctuelle immobile de valeur @ 7

4. Exprimer cette énergie sous la forme

1. M. Born, Proc. Roy. Soc. (London) A143, 410 (1934) ; M. Born and L. Infeld, ibid. 144,
425 (1934) ; 147, 522 (1934) ; A150, 141 (1935).
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puis montrer que

1 1 [ Q)
= 1 4 _ 2] d > [ O b A
o a /0 [\/ +ut—u u ol a T i

5. Si la particule considérée est un électron (de masse m et de charge élec-
trique €) quel est la valeur du rayon rq lorsque Eg; = mc??

Solution :

1. 11 suffit de développer 1+ =1+ x/2 — 22/8 + ..... Alors

upr(D(z,t), B(z,t))

B 11 /D(xz,t)? B(x,t)? L
- um{l+§@( €0 * Ho >+O(UOO)_1}
D(x,t)*  B(a,t)? 1
O
I (uss)
2. Poser
1 /D(z,t)? B(x,t)?
wolx,t) = —
X (x ) Uso ( €0 Ho )
Alors
dupr (D(z,t), B(x,t))  Dy(x,t 1
Ek(.’I},t) = ( 8Dk ) = i )
0 14+ Xool(, 1)
y dupr (D(x,t), B(x,t 3
Hk(:E,t) _ UBI( (mav)7 (:B, )) _ Bk(mat) 1
OBk Ho 14+ Xoo(z, t)
Ainsi,
Uoco

|E(z,t)| =/ — = Ex lorsque [ D(z,t)|| — oo
€0

1Bz, t)]| — /% = Ao lorsque |B(z,t)| — oo
Ho
2 “ €o
Uso =69 B, et Ho =,/— Ex
Ho

3. Dans ce cas, pour une charge électrique ponctuelle immobile située a ’ori-
gine
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Par conséquent

E(z) = @ = L ot at= 1 (Q)Q — (L)z
dmeo [zl \/]jz][* + a* Uoo €0 AT 4 g9 Es

Lorsque ||| — oo le comportement du champ électrique tend vers celui de
Pélectrostatique linéaire du vide. En revanche lorsque ||z| — 0 Uintensité
du champ électrique tend vers la valeur limite F.,. Finalement 1’énergie
électromagnétique totale du systeme E est donnée par l’expression

E = /}RSuBI(D(m,t),O) dV (x)

o) 1 D 2
= / uoo( 1+7ﬂ—1)47{'7“2d7“
0 Uoo €o

_ 2 [ Q 21 2
= gOEOO/O (\/1+(47r50E00) o 1)47r7" dr
Q? 1/00(/ at 2
= = 1+——1)r%d
4T gg at ) o )T "

Dans ces expressions nous avons posé r = ||&||. Pour la suite procédons au
chagement de variable d’intégration de r en r = a u. Il vient

E = @ 1/m(\/u4+1—u2)du
0

AT g a

. Si l'on convient de poser

2 fe%e]
E = @ 1 oll l:l/ (\/u4+1—u2)du
0

4m eg 19 O a

alors, si la particule concernée est 1’électron, donc Q = e

62

E=mc® et par conséquent 1y = —
41 g m C

Cette derniere grandeur est appelée le rayon classique de 1’électron. Fina-
lement dans le cas de 1’électron

Q1 _ @ 1 1

EOO = e
4 €0 a? 4 90} (T‘o)2 12
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ou

I:/()oo(\/u4+1—u2)du:/ooo((ug-i-l) 1—(2u2—u2)du

U2 + 1)2

Or

< 2 u?
- (u2 + 1)2

IN

1
5 , VUER

Donc la série suivante converge quel que soit u € R

2w L 2 u? _i(%_wi( 2 u? )n
(u2 +1)2 2 (W+1)2 & 2n nl \ (u? 4 1)2
Par conséquent on peut écrire
o 1 242
I = ( 241 (1—77
f (e (-5 et
= (2n —3)I 1 2u2 "
_Z(n ) *( 2u2))_u2)d“
o S n! \ (u?2+41)

> 1 = (2n —3)! u?n
= - d
/0 ( uz+1 ; n! (u? +1)2n—1 ) “

Exercice 5.15

Déterminer la vitesse de groupe ug,(w) des ondes de 'exemple d’électrody-
namique locale, linéaire présenté a la sous-section 5.4.7. La vitesse de groupe,
au dela d’une certaine fréquence dépasse la vitesse de propagation de la lumiére
dans le vide. Pouvez-vous expliquer l'origine de cette "anomalie” ?

Indication : Rappelons que la vitesse de groupe d’une onde est donnée
par linverse de la dérivée de la relation de dispersion ko(w). Autrement dit

Ugr(w) = (dko(w)/dw) ™.
Solution :

Pour traiter cette question il convient de commencer par remarquer, grace a
quelques manipulations formelles élémentaires, que ’expression (5.122) implique
la relation suivante

w2 w4 2
ko(w)* — = (1+ a(w)) ko(w)? — i a (wr a(w))" =0
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Ce point étant acquis, dérivons 'identité précédente membre a membre par
rapport & la variable w? de maniere & dégager la dérivée de ko(w)? par rapport
a cette derniere variable. On obtient ainsi la nouvelle identité

UJ2 w 2
(k= St o) e
ko (w 2 d 2 1 d w4 2
~ o;) o @+aw) - 15 7 (0—2 (w7 a()’) =0

qui, toutes dérivations effectuées, prend la forme

(2 ko)~ % (14 aw) ) 2ol

1 a(w) s 1l w?34w?r? , 9
= S|+ imm ) WP+ 5 e o 7 ey |

Finalement, aprés quelques manipulations formelles faisant usage de la dé-
finition (5.122) de la vitesse de phase, on parvient & I’expression qui va suivre
pour la dérivée de ko(w)? par rapport a w?

d(ko(w)?) 4 (1+w?m? 4+ aw) ) + (3 + w?r?) w?r? a(w)? ((upn(w)/c )2

1
dw?) 4 (1+w?r?) [2= (14 aw)) (upmw)/c)?]

Or, comme il est aisé de le constater,

d(ko(w)2) ko(w) dko((u) o 1

d(w?) w dw Uph (W) tgr (w)
Nous pouvons par conséquent en conclure que

ugr(w) ¢ 4 (1+w?7?) 2= (1+ a(w)) (uph(w)/c)2 ]

c Upp(w) 4 (1+w?r? 4+ a(w)) + (3 + w?r?) w2T2 a(w)? (uph(w)/c)2

La figure décrit le comportement du rapport de la vitesse de groupe a la
vitesse de la lumiere dans le vide en fonction de la grandeur sans dimension wr
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0.4

0.2

FIGURE 5.1 — Cette figure montre le comportement du rapport de la vitesse
de groupe ugr(w) & la vitesse de la lumitre dans le vide en fonction de la
grandeur sans dimension w7. Ce rapport tend vers 1. & haute fréquence. La
valeur du parametre sans dimension xo qui a été adoptée ici est xo = 1.
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Chapitre 6

Solutions des exercices du
chapitre 6

Exercice 6.1
Etablir le résultat (6.19). Le milieu est homogene, isotrope et conducteur. La

permittivité du milieu est exprimée par le symbole €, la perméabilité magné-
tique par le symbole u et la conductivité par le symbole o.

Solution :

E(x,t)=Re [ € exp(i(k -z —wt)) ]

H(xz,t) = Re [7—2 exp (i(k- & —wt)) |
Dans ces expressions k, £ et H e C3. Puisque en milieu homogene et isotrope
D(x,t) = ¢ E(x,t) alors selon la premiére des équations de Maxwell-Hertz
inhomogenes (5.4) ou g(x,t) =0
div E(x,t)=Re [ik-€ exp(i(k-x—wt)) | =0 , Vawett

Par conséquent

k-£E=0
Puisque en milieu homogene, isotrope et conducteur é(az,t) =u Ivf(x,t ,
la seconde des équations de Maxwell-Hertz inhomogenes (5.4) ou j(x,t) =

o E(x,t) est transcrite par

0D(x,t)
ot
= Re{(ik/\?—vt—i—(iwa—a)é')exp(i(k-ac—wt))}:O , Vaxett

rot H(x,t) — — o E(x,t)
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Par conséquent

kANH=—(wetio)E

Puisque en milieu homogene et isotrope B(w,t) =u H (z,t) alors, selon
selon la seconde des équations de Maxwell-Hertz homogenes (5.5)

OH (x,t)
ot
= Re[(ik/\g—iwuf{)exp(i(k-a:—wt))}zO , Vaxett

rot E(z,t) + pu

Par conséquent

k/\g:wuﬁ

Finalement selon la seconde des équations de Maxwell-Hertz homogenes (5.5)

div H(z,t) =Re [ik-H exp(i(k-z—wt) | =0 , Vaett

Par conséquent

Exercice 6.2

Soit une onde plane de la forme (6.14) se propageant dans le vide. Discuter les
propriétés du vecteur de Poynting correspondant en fonction de la polarisation.

Solution :
Le vecteur de Pointing a pour expression
S(x,t) = E(x,t) N H(x,t)

= ENH, (cos(k-x—wk)t)?+E AH,; (sin(k-x—wk)t)?
(&, AH; +E; A?:tr) sin(k-z —w(k) t) cos(k-x—w(k)t)

Ainsi, apres groupement des termes on parvient a I’expression

S(x,t) = = (E-AH, +EAH)

(E,NH, — E;ANH;) cos (2(k -z — w(k) t))

N RN~ DN

(E-NFH;+EAH,) sin (2(k -z —w(k) 1))
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Il s’agit ensuite de tenir compte des relations (6.13) et du fait que k- &, =
k-E; = 0. A l'aide de la formule de Laplace (A.44) on parvient alors a l’expression
générale

Ste.t) = po w(k) 2
k(&) — (&)
+ o k) 5 cos (2(k - @ — w(k) t))
k

o) E,-&; sin(2(k-x—w(k)t))

Dans le cas particulier de la polarisation circulaire ou &, - &; = 0 et
|E-|| = ||€;] il vient 'expression

k
po w(k)
Le flux d’énergie est donc constant dans l’espace et dans le temps. Dans

le cas particulier de la polarisation linéaire on peut supposer sans perte de
généralité que £; = 0 donc

S(z,t) = (£,)?2

k , 1+cos(2(k-z—w(k)t))
o w(k) (Ev) 2
k 2 T —w 2

Le flux d’énergie est donc "pulsé” au cours du temps avec une fréquence qui
est le double de celle de I'onde plane.

un

8

=
I

Exercice 6.3

Dans le cas général, ou les vecteurs kg et K ne sont pas paralleles, discuter les
propriétés d’une onde électromagnétique plane de la forme (6.21) se propageant
dans un milieu linéaire, isotrope, homogene et conducteur, de constante diélec-
trique €, de perméabilité magnétique p et de résistivité p. Quelle est 'allure de
la vitesse de phase ? Qu’en est-il du vecteur de Poynting 7

Solution :

Dans ce probleme il s’agit de discuter d’'une maniere plus approfondie le sujet
traité a la sous-section 6.2.3. Les ondes planes sont décrites par des expresions
de la forme (6.21) pour le champ électrique et pour le champ magnétique. Les
équations de Maxwell-Hertz sont satisfaites si les vecteurs complexes k, £ et
H satisfont aux équations (6.22) et (6.23). Si I'on convient de noter ko et &
les parties respectivement réelles et imaginaires du vecteur k € C3 alors ces
équations (6.22) et (6.23) sont équivalents aux équations réelles

w e

. €
E2—rk?P=wlep et ko k= ol T=—
0 o
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E=E.+i& e H=FH,+iM;

ko- & —k-E =0 et ko-&E+k-E.=0

?:lrsz/\gT_K//\gi et #Z:kO/\gl—’—KIAgT

Adoptons les notations suivantes

kO'K',

fo=llkoll o w=llkl et cosd =iy

Il est ensuite aisé de vérifier que

k2 e 1+ (w7 cos ¢)? + wr cos ¢

w? 2wT Ccos ¢

K2 1+ (w7 cos ¢)? — wT cos ¢
2 — M

w 2wWT oS ¢

Or le rapport w/ko joue le role de vitesse de phase (si 'on décide d’ignorer
Iinfluence de "amortissement). Ainsi, en premiére approximation

w 1 2wWT cos ¢
Uphase = 7~ =
P ko e\l \/1+ (wrcos¢)? +wrcoso

Lorsque la grandeur w7 cos ¢ tend vers zero, donc & basse fréquence ou encore
a forte conductivité

1
Uphase = ——— 1/ 2WT COS , wrcosp << 1
ph \/@ ¢ ¢

Par contre lorsque wr cos¢ tend vers l'infini, donc a haute fréquence ou
encore a faible conductivité

1
— wTcoso >>1

Uphase =
1% ,—Eu )

Venons-en maintenant au comportement de la densité d’énergie et a la den-
sité de courant d’énergie en moyenne au cours du temps. On commence par
remarquer que la forme générale du vecteur complexe £ qui satisfait aux condi-
tions qui figurent plus haut (en troisiéme position parmi la liste des conditions
a satisfaire) est donnée par les expressions

Er=koNd—kAb et E=KkANG+koNb ol d&etbeR?
Alors, selon (6.21)
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E(x,t) = [(koAd—kAD) cos(ko z—wt)
- (f-@/\d—&—ko/\lv)) sin (koo —wt)] exp(—K-x)

Pour le champ magnétique on a

r € i =

wi W

4 :ko/\gr—ﬁ/\gi - KNANE+EkoNE;

Or la densité d’énergie moyenne et le vecteur de Poynting moyen au cours
du temps sont donnés par les expressions

u(x) = (58'8*—1—,1;7-14:2*) exp (-2 K- x)

|

et

1 o o
S(m):z(g/\’H +ENH) exp (-2 K- x)

ou, comme il est aisé de le constater,

3.1 = (k/\S)w-Q(:;*/\S*) _ (k-(8/0:2(§2*/\8*))
(k-E)E-E)—(k-E")(K*-E)
= w22

et

ENKNE)N+E N(KNE)
W
(k+k*) (E-E)— (K- E)E —(k-E) E
w p

EANH +ENH =

Puisque k - £ = 0 on dispose des relations
kK" E=(k+Kk")- E=2ky-E etdonc k-E =2ky-E"
grace auxquelles on peut ensuite écrire

k- -k
w2 e

(ko - E7)(ko - E)
w2 e

s£—£*+u7-vt-7-vt*:5{(1+ )£~£*—4

5A7—”L*+£*A722\Fk° (E-E)—(ko-E)E — (ko -EY) E
K w \/Ep
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Pour conclure remarquons finalement que

ko€ = ko-[(koAd&—KkAD)+i(kAd+koAD)
= ko (kAD)+iko (KAQ)
(ko AK)- (i & —b)

Dans ces conditions la différence avec la situation dans laquelle les vecteurs
réels kg et k sont équipollents se joue sur la valeur nulle de la grandeur kg - €
dans les expressions des grandeurs

cE-E+uH-H et EANH +ENH

Exercice 6.4

Soit une "parois” d’épaisseur a faite d’une substance non conductrice au com-
portement électromagnétique linéaire et qui est homogene et isotrope. La figure
décrit la situation envisagée.

1 1
E0Mo 1 1 EoMo

onde réfléchie <~~~ cH
onde incidente AN~ AN~ 0nde transmise
onde réfléchie <~ ~A~AANAA~

vide vide

FIGURE 6.1 — Parois d’épaisseur a, non-conductrice et de comportement di-
électrique et magnétique linéaire. Une ondes électromagnétique incidente per-
pendiculairement est en partie réfléchie et en partie transmise au dela de cette
parois

Une onde élecromagnétique plane, monochromatique, de pulsation w est en-
voyée perpendiculairement contre cette parois. Calculer le coefficient de réflexion
(ou de transmission) de cette parois. Discuter le résultat en fonction de la pul-
sation w. Interpreter vos résultats.

Solution :

La démarche qu’on adopte dans le traitement de probléeme s’inspire de la dé-
marche adoptée dans la sous-section 6.4.1.

Soit m = (1,0,0) et soit ! = —a/2 et ' = a/2 les équations des deux
surfaces paralleles de séparation du vide et du milieu constituant la parois.
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Pour une onde plane incidente de vecteur d’onde k = w,/egpg 1 = w n/c
les champs électrique et magnétique s’écrivent

E;..(x,t) = Re [ Einc exp(i(k -z —w t))} ou k-Eine=0
et
- - - kN Eine
Hipe(z,t) = Re|Hinc exp(i(k-z—wt))] ot Hine = %
0

Similairement pour une onde plane réfléchie

E,cf(w,t) = Re[Eep exp(i(—k-x—wt))] ot k-Ep=0

et

2 g g *k re

Hoop(x,t) = Re[Hyer expli(—k-z—wt)] on fumf:%
0

Pour une onde plane, de méme pulsation, au sein de la parois le vecteur
d’onde correspondant s’écrit k' = w /i m et cette onde est décrite par des
champs électrique et magnétique de la forme

Eparois(®,t) = Re[&; exp(i(k'-x—wt))+E&_ exp(i(—k -z —wt))]
ol E-E.=K -E_ =0
et
H,uois(z,t) = Re [ Hy exp(i(k’ -z —wt)+H_ exp(i(—k -z —w t))]
ol , respectivement Hy = %
wito

Enfin une onde plane transmise de vecteur d’onde k est décrite par les
champs électrique et magnétique que voici

Eirans(®@,t) = Re [ Eans exp(i(k -z —wt))] o k- Eians =0
et
kA gt'r'ans

ﬁtruns (ac, t) = Re [ #trans exp (Z(k T — W t))} ol ?:Ztrans = Wi
0

Ces choix formels préliminaires faits considérons les conditions aux limites a
satisfaire sur la surface x' = —a/2. Les champs électrique et magnétique tangent
a la surface de séparation des milieux sont continus & chaque instant. Pour la
suite il est commode de poser k = ||k|| = w/c et k' = ||k'|| = w\/Zn. Avec ces
conventions d’écriture il vient

/

)=&s e (=50 +e- on ()

—ika

2

+ika

ginc €xXp (

et

)+ £rer oo

1./

o —ik o ik o —ik o ik
o e (1) ¢ oy o (127) < o (4 o ()
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Compte tenu de la loi d’induction de Faraday cette derniere équation peut
alors aussi s’écrire

kN Eine exp (—ika) B kENE ey exp <+i2ka>

wHo 2 WhHo
EANEL (—ik’a) K'ANE_ (—H’k’a)
= ——F exp - exp
W 2 w 2

Ensuite, apres I'opération du produit vectoriel k A .... portant sur les deux
membres de ’équation précédente et compte tenu de la formule de Laplace on
obtient I’équation

_k‘28inc exp (—z’ka) N K*E,cr exp (—i—ikja)

Whto 2 Whto 2
kK'E —ik'a kK'E _ +ik'a
© g () B g (1)
W 2 W 2

et apres une derniere manipulation formelle élémentaire on parvient a la relation

2 (e 0 () .y o ()

- e en(TH) e e (M)

Pour alléger 1’écriture posons

k €
R
pok €fto

De la derniere égalité ci-dessus et de la premiere des égalités écrites plus
haut pour le champ électrique constituent un systeme d’équations linéaires a 2

inconnues pour les vecteurs £ et £_. La résolution de ce systeme conduit aux
deux expressions que voici.

1+ A —i(k —K)a 1-A +i(k+K)a

S (#) Eine + =5 oxp (f) Eres
_1-A —i(k+K)a 1+A4 +i(k — K)a

£ =5 ew () Emet 5 ew (T ) £

Venons-en maintenant aux conditions aux limites sur la surface z! = +a/2.
Les champs électrique et magnétique tangent a la surface de séparation des
milieux sont continus & chaque instant. Par conséquent

+ika
2

ik'a —ik’a)

s o0 (57) = &1 w0 () v e (7

et
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+z’ka> o (ik’a

=H, exp 5 )—1—727 exp<_ikla)

?:ltrans €xXp (

Compte tenu de la loi d’induction de Faraday cette derniere équation peut
alors aussi s’écrire

kA Etrans (ika) EnNEL (—H’k’a) K ANE_ <—z’k’a)
———— exp(— ) = exp — exp
Wt 2 w 2 wh 2
Ensuite, apres 'opération du produit vectoriel k A .... portant sur les deux

membres de 1’équation précédente et compte tenu de la formule de Laplace on
obtient I’équation

k2E trans ika kK'E L +ik'a kK'E_ —ik'a
B (1) L W () B (e
wWto 2 wi 2 wh 2

qui apres simplification peut s’écrire

. ) Iy
A& irans €Xp (—Hka) =&, exp (—Hk a> —E&_ exp (_Zk a)
2 2 2
De la derniere égalité ci-dessus et de la premiere des égalités écrites plus
haut pour le champ électrique constituent un systeme d’équations linéaires a 2
inconnues pour les vecteurs £, et £_. La résolution de ce systéeme conduit aux
deux expressions que voici.

1+ A +i(k — k'a

8+ = 2 eXp( ( P ) ) gtrans
1-A +i(k+ k')a

2 exp ( 9 ) gtrans

g_:

Finalement, apres remplacement de £, et £_ par ces deux derniéres ex-
pressions dans les deux relations qui résultent des conditions aux limites en

x! = —a/2, on obtient les deux équations que voici :
—ika +ika
ginc eXp( 2 ) + 8ref eXp( 2 )

= Eirans €Xp (—HTIM) (cos (K'a) —iAsin(k'a))

et

A (e w0 (T50) —£rer o0 (57))

+ika) (—isin(K'a) + Acos(k'a))

= gtrans exp (

a partir desquelles il est facile de déduire les expressions suivantes de Eqns €t
E,cy en fonction de .
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exp (—ika) Eine 1+ A2 S

ans = B 1
Etrans cos (k'a) —iBsin (k'a) ou 2A ~
et
iC sin (k'a) exp (—ika) Eine 1— A2
= = — = 32 — 1
Erer cos (k'a) —iB sin (k'a) ou ¢ 2 A

Rappelons qu’en fait ce sont les grandeurs

exp (+ika/2) Eprans » exp (+ika/2) Erep < textrmet exp(—ika/2) Eine
qui sont directement liées a la valeur du champ électrique transmis sur la surface
2! = a/2, puis la valeur du champ électrique réfléchi et incident sur la surface

z! = —a/2.

Déterminons maintenant les vecteurs de Poynting moyens sur ces deux sur-
faces. Partant de la formule (6.9), pour 'onde incidente il vient

_ 027]{: €0 ||£”LCH2 _ 570 glncg:nc

; = n
inc w 9 1o 9

Pour 'onde transmise,

2 2 *
g c’k =] Hgtrans” _ €0 gtrans . 8trans
trans — - n
w 2 Lo 2

ginc ) g* -
2 1) e Eine
Ho 2

Par conséquent le coefficient de transmission T'(w) s’écrit

1 2 1
’cos (k'a) —iB sin(k'a)l  cos (k'a)® + B? sin (k'a)?
1

cos (wy/E a)® + B2 sin (w\/E0 a)’

T(w) =

Pour 'onde réfléchie

— —C2k €0 ||8ref||2 €0 gref '8:ef
Sre = = _— (=
f ” 5 o 5 (-n)
€0 ginc'gs'ﬂ
= — R(w) —/————2C(—m
%0 R(w) S (o)

Le coefficient de réflexion R(w) a donc pour expression,
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Rlw) = iC sin (K'a) 2 C? sin (K'a)?

o COS (k’a) — 1B sin (k’a) - cos (k’a)2 + B2 sin (k’a)2
C? sin (aw\/<ﬁ)2

cos (wy/Elt a)’ 4 B2 sin (w\ /2t a)

Il est alors aisé de contater que

T(w)+ R(w) =1

En conclusion, la transmission est maximale si 1’épaisseur a est un nombre

entier de demi longueur d’onde, autrement dit si a = j(A/2), § = 0, 1, .......
ou A\ = 27/ /epw. En revanche la transmission minimale si si cette épais-

seur est un nombre impaire de quart de longueur d’onde, autrement dit si

a=2j—-1)(N\4),j=12,.....
Exercice 6.5

Une onde électromagnétique plane monochromatique, de pulsation w, est en-
voyée perpendiculairement a la surface d’un milieu conducteur, linéaire, isotrope
et homogene, semi-infini. La figure [6.2] décrit la situation envisagée.

i

EoHo EHO
onde réfléchie g~ ~ANAANAA~

onde incidente ~"ANANA~P
onde réfléchie < ~ANAA~AA~

FIGURE 6.2 — Onde plane incidente perpendiculairement 3 la surface d’un
milieu conducteur semi-infini. Une partie de l'onde est réfléchie et I'autre est
absorbée.

A Taide des formules générales de la sous-section 6.4.2 et 6.4.3 exprimer le
coefficient de réflexion (ou de transmission) associé & cette situation. Discuter
le comportement de ces coefficients en fonction de la pulsation w. Pénétration
de l'onde dans le milieu conducteur.

Solution :

I1 faut ici se référer aux sous-sections 6.4.2 et 6.4.3.

Soit 2 = 0 la surfaces de séparation du vide et du milieu conducteur et soit
n = (1,0,0) un vecteur unité orthogonal a cette surface de séparation.
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Pour l'onde plane incidente k = w,/€opig0 m = w n/c. Les champs électrique
et magnétique correspondants s’écrivent

Eu(®,t) — Re [ Eine exp(i(k-x—w t))] on k-E,.=0

et

Hi,.(x,t) = Re [’;:zznc exp (i(k -z —wt))] ol Hine = Lj‘mc
wWHo

Pour I'onde plane réfléchie ces mémes champs s’écrivent

E,.;(x,t) = Re [ Erer exp(i(—k-z—w t))] ou k-Ef=0
et

4 "™ "~ *k re
H,.f(x,t) = Re|Hyep exp(i(—k-xz—wt))] ol Hpe= kA Eres

WHo

/ .
Le "vecteur d’onde” k' de ’onde plane transmise est complexe. Posons

k' = ky+ik ou kj=kncR® et w'=rnecR®

Or les équations de Maxwell-Hertz imposent a ce vecteur d’onde de satisfaire
a la condition

. 6/
(k:l)2 — WQE/M/(l + ? /) Ofl 7_/ _ = _ E/p/
wT g

Autrement dit

(k)? — (k)2 =Wy et kyw' =

et par conséquent

— — S ( ( 77./)2 (77_/)
(K/I) 1
— — - ( (( 77_/)2 C 77_1)

Remarques : Lorsque w varie de 0 & oo, k{ varie de 0 (comme O(y/w)) & +00
(comme O(w)) et " varie de 0 (comme O(y/w)) & koo = V1! /27,

Pour 'onde plane transmise les champs électrique et magnétique correspon-
dants s’écrivent

Eirans(®,t) = Re [ Eprans exp(i(k -z —wt))] ot k' Epans =0

et

o 9 ~ k/ A g rans
Htrans (wa t) = Re [ %trans €xp (Z(k/ LW t))} 01\1 %trans = T/;,
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Venons-en maintenant aux conditions aux limites sur la surface ' = 0. Les
champs électrique et magnétique tangents a la surface de séparation des milieux
sont continus & chaque instant. Elles s’écrivent

ginc + gref = gtrcms
et
7:linc + ?:Zref = ?:Zt'r'ans

Mais, compte tenu de la loi d’induction de Faraday la derniere des équations
qui précedent peut aussi s’écrire

kA ginc o LA gref _ kl A gtrans

Who Wito wp!

Pour la suite il est commode d’adopter les conventions d’écriture suivantes.
Notons k = ||k|| = w/c et k' =k}, + i . Effectuons maintenant ’opération du
produit vectoriel k A .... sur les deux membres de I'équation précede. Compte
tenu de la formule de Laplace on parvient ainsi a 1’égalité

_kzginc + kzgref _ (k : k/) gtrans
Wito WHo wp!

car il découle des conditions aux limites que k- Erans = k- Einc + k- Erey = 0.
L’équation qui précede peut étre retranscrite sous la forme suivante

A (ginc_gref) :gtrans ou A=

Il est ensuite aisé de déduire de la définition de la grandeur complexe A que le
module et 'argument de cette derniere grandeur sont donnés par les expressions
que voici

. w2 k12 e wT’
AL = (7) ‘? " loe’ nz
Ho Hog" (/1 + (wT’)
et
. A2 (K"*\2  1—i/wr’
exp (diarg 4) - = (ﬁ) - ( K ) 1 +i/wr’

De ces dernieres expressions on peut alors déduire I’expression suivante

-1
tan (2arg A) = —; donc tan (arg A) = wr — (wr')2 + 1
wT

Donc

1 1 wt’
cos (arg 4) = V/1+ (tan (arg A))2 B \/2 (1 * 1+ (wT’)2>

183



A partir des équations précédentes, qui imposent la continuité des champs
électrique et magnétique tangents a la surface de séparation des deux milieux, on
peut finalement déduire les expressions suivantes des grandeurs €, et Erans-
Elles s’écrivent

A-1 2 A

T‘H ginc et Strans = T‘H ginc

gref =

Venons-en a la détermination des vecteur de Poynting associés a ces ondes.
Pour I'onde incidente
2 *
& k €0 ||81n('|| €0 ginc g”w
ine=— ———=,/— ——n
w 2 Lo 2

Pour 'onde réfléchie

— —2k €0 ||gref|| &0 gref ' g::ef

Sy = ok olbul_ JO Ee By,
o 82'710'8*'<
0 ) S Fine

De cette derniere expression on peut donc déduire que le coefficient de ré-
flexion R(w) s’écrit

Rlw) = ‘A—l 2 AA-A-A"+1 1-B
YT JAv1l TAAd A+ A 1 1+B
ou
B - A+ A" 2|A|cosarg A 5 eop’ /C(1+C)
TO1+AA T 142 pog' 14 25 C
et ou
C = _wr
1+ (wr')?

On remarquera que la grandeur C' varie de 0 & 1 lorsque w7’ varie de 0 &
+00. Rappelons que pour un matériau isolant 7/ = oo et pour un matériau
parfaitement conducteur 7/ = 0. Notons encore que la grandeur B varie de 0 &
Bma:r ol

B _ 2y/eop’ / proe’
max 1+ 5ON//N05/
lorsque w7’ varie de 0 & +oo. Notons enfin que, dans les mémes conditions, le
coefficient R(w) varie de 1 & Ry, ol

1 — Buax _ ( 1 —+/eop!/ poe’ )2
1 + Bunax 1+ /eop' / p1oe’

Finalement, pour 'onde transmise le vecteur de Poynting sur la surface de
séparation des deux milieu s’écrit,

Rmin =
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ko

§trans ||8t7“0«718 ||2
_ V14 (W) +wr Erans - Errans n
2 wrt’ 2
. o€’ 1 —l— 24wt 24 2 o Eine- g;knc
N eop’ 2 wrt’ Lo 2
ZTLC znc
= — ———tn
Ho 2

Donc le coefficient de transmission T'(w) a pour expression

Tw) = s’uo\/ 1+ (wr')? + wr’ 4AA*

4 2 wr! 1+ A+ A" 4+ AA*
B o |1 1+C  4JA]P 1
 VNew V2 C 14+]AP2 1+B

\/s’uo \/1 4 (Weo/moe’) C 1+C 1 2B

o’ 2 1+ (,u/é‘o/uoé"/) C C 1+B o 1+ B

Il est alors aisé de constater qu’on a bien 1’égalité

R(w) + T(w) =1

Evaluons enfin la pénétration de 'onde dans le milieu matériel. Cette péné-
tration est fournie par le coefficient d’atténuation

W = w \/\/1 T (w2 — wr!

2 wr’

Plus précisément la profondeur de pénétration est donnée par la formule

1 1 2 wr!

K w e V14 (wr)? —wr!
_ 1+ (wr)? +wr’
- 2 wr’

A haute fréquence la profondeur de pénétration tend donc vers la valeur li-

mite § =2 7'/ /.
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Exercice 6.6
Déterminer et discuter la vitesse de phase et la vitesse de groupe des modes
TE(0,n) et TM(0,n) dans un guide d’onde cylindrique creux de rayon a. Le
milieu est le vide et le guide d’onde est constitué d’un conducteur parfait.
Solution :
Exercice relatif a la sous-section 6.5.2

On se place en coordonnées cylindriques. Considérons d’abord les mode

TE(0,n). Selon (6.145) les seules composantes non-nulles du champ électrique
et du champ magnétique des modes T'E(0) sont

du .
Es(p,¢,z) = d(pp) exp (ikz)
o Kk du .
fy(p.0.2) =~ P e (i)
i k2

H.(p, . 2)

I
c
—

s
~—~
@
i

e}

<
X

&

ou

k= +vw? eouo — k% et u(p) =wup Jo(kp)

Les conditions aux limites pour un guide d’onde cylidrique creux de rayon a
sont

E¢(a,¢,z) = EZ(G,QS,Z) =0 et ﬁp(aﬁd)a Z) =0

Ces dernieres conditions aux limites sont satisfaites si et seulement si la
fonction radiale

dulp) _ . dola)
dp 0 dzx z=kp

s’annule lorsque p = ka. Par conséquent, il faut que

dJO (x)
dxr z=ka

=0 = ka=z),

ol le symbole z(,, désigne le n-ieme zéro positif de la dérivée de la fonction de
Bessel Jy(z). Ainsi, pour le mode TE(0,n), n=1,2,..

25\ 2 w? 20\ 2
o — \/wzgouo _ (m) — \/2 _ (m)
a (& a




et par conséquent la vitesse de phase de la propagation de 'onde selon 'axe Oz
vaut

w w w
uphase:;: =c >c

VWw?/e)? = (2, /a) w? — (wpy,)?
ou la grandeur wj, = cz{,/a tient lieu de pulsation de coupure du mode

TE(0,n).

Ensuite, inversément, la pulsation de I’onde en fontion du vecteur d’onde

s’écrit
zh \2 who\ 2
w:cw/@—i—(ﬂ) :cw/ﬁz—i—(—on)
a c

et par conséquent la vitesse de groupe a pour expression

dw K 9

oo = s = T (P

El=

On constate ainsi que

2
Ugroupe Uphase = C et donc que  Ugroupe <c

Considérons ensuite les mode T'M (0, n). Selon (6.146) les seules composantes
non-nulles du champ électrique et du champ magnétique des modes TE(0) sont

Bip.6.) = 200 e (ine
—ik? .

B(p62) = o ulp) exp(in2)

o d

Holp.0.) = "2 exp in)

ou

u(p) = Ug Jo(kp) et k= \/m

Les conditions aux limites pour un guide d’onde cylidrique creux de rayon a
sont

Eyla,¢,2) = E.(a,¢,2) =0 et I?,,(a,gb,z) =0

Ces dernieres conditions aux limites sont satisfaites si et seulement si la
fonction radiale

u(p) = uok Jo()|z=kp
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s’annule lorsque p = ka. Il faut donc que

Jo(ka) =0 = ka= 2z,

ot le symbole zp,, désigne le n-iéme zéro positif de la fonction de Bessel Jy(z).
Ainsi, pour le mode TM(0,n), n=1,2,..

\/ 2 Zon \ 2 w? 2on \ 2
oG - 5 ()

a c a
et par conséquent la vitesse de phase de la propagation de 'onde selon 'axe Oz
vaut

w w w
uphase:E: =c >c

V(Ww/e)? = (20n/a)? w? — (won)?

ot le symbole wp,, = ¢z, /a désigne la pulsation de coupure du mode T'M (0, n).
Ensuite, inversément, la pulsation de 'onde en fontion du vecteur d’onde k

s’écrit
/ 2 2 / w 2
w=c H2+(ﬂ) =c I€2+(ﬁ>
a c

Par conséquent

dw K 9 K
u = — =C — = —
groupe dk /I<J2 + (wOn/C)z w

Ainsi
r = et d
Ugroupe Uphase C onc  Ugroupe <c

Exercice 6.7

Déterminer les modes du type TE(0) (6.145) et TM (0) (6.146) d’un guide d’onde
cylindrique, de rayon a, dont l'intérieur est un milieu assimilable au vide et
dont le matériau qui en constitue ’enceinte extérieure présente une constante
diélectrique &', une perméabilité magnétique p’ et une conductivité o’ finie, mais
tres grande, c’est a dire telle que

wr’ < inf { 1, n

On supposera en outre que

K| a>>1 ot k = \iwy/ (0! —iwe') — (k)2

La figure illustre la situation envisagée.
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€, 1,0’
e, u, 0’

FIGURE 6.3 — Guide d’onde cylindrique formé d’une cavité assimilable au
vide au sein d’un milieu linéaire de conductivité finie

Discuter ces hypotheses restrictives faites. Traiter le probleme de maniere
approchée, c’est-a-dire de maniére perturbative par rapport & la grandeur 1/0”.

Solution :
L’exercice est relatif aux sous-sections 6.5.2 et 6.5.3.

On se place en coordonnées cylindriques. Considérons d’abord les mode
TE(0,n). Selon (6.145) les seules composantes non-nulles du champ électrique

et du champ magnétique des modes T'F(0) sont :

A Tintérieur du guide d’onde cylindrique p < a :

d
Ey(p,¢,2) = Zfop) exp (ikz)
. d
Ho(po2) = o ) e i)
y i k? ,
Hz(pv ¢7Z) = TMO u(p) exp ('LHZ)

ou

k=+vw?eouo — k2 et u(p) =wuo Jo(kp)

A Textérieur du guide d’onde cylindrique p > a :

du’ .
Ey(p,¢,2) = d/()p) exp (ik'z)
- _ K dd(p) )
H,(p,¢,2) = o dp &P (iK'2)
T/ Z'(k/)Q / .1
i _ Y\
(s 8, 2) o u'(p) exp (ir'2)
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ou

E = iwp (0! —iwe') — (k)2 et /(p) =uo A HE(K'p)

Il est ici utile de consulter le trés bref annexe H. Le symbole H{ (x) désigne la
fonction de Bessel de troisieme espece (voir (H.7) et (H.9). La fonction de Bessel
de quatrieme espece n’intervient pas car elle décrirait une onde électromagné-
tique radialement “entrante” dans le cable. La fonction de Bessel de troisieme
espece qui intervient ici décrit une onde électromagnétique radialement ”sortan-
te” émise par le cable.

Apres ce bref rappel venons-en aux points essentiels. Les conditions aux
limites a la surface p = a du guide d’onde cylidrique sont

E¢(CL,¢,Z) = E;z)(aa(ﬁvz)
Ho —E[p(aa¢v’z) = ,U,/ ﬁ;(a7¢72)

Hl (a,¢,2) , Yoe[0,2n]etVzeR

=
)
&
N
I

De ces conditions aux limites découle directement les relations suivantes

K = K
du(a) du’(a) v
ap = ap (pour Ey4 et H,)
k2 (kl)2 1 7
— u(a) = u (a our H,
o (a) 7 (a) (p )
desquelles découle les deux égalités
i dJo(x) A dHE ()
dzx r=ka dzx z=k'a
et
k2 k! 2
o Jo(ka) = (%) A H} (K a)
0

Ces deux dernieres égalités sont compatibles entre elles si et seulement si

po din(Jo(e))| _ p' din(Hi())
k dx rz=ka k! dx rz=Fk'a

Or, si 'on se réfere a la formule (H.9) de 'annexe consacrée aux fonctions
de Bessel, on constate qu’en premiere approximation

W din (H ()
k' dzr z=k'a

R4

. // /
i lorsque |k'|la >> 1
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En effet, conformément aux hypothéses faites, la conductivité o’ est tres
grande (pour la pulsation w considérée). En d’autres termes w << 1/7" =
o' /e'. Dans ces conditions wy'c’ >> &'/ w? et par conséquent, en premiere
approximation, k' ~ /iwp'c’. Ainsi

dln (Jo(z)) Wk _ 1 ko 1+

dx o=ka ,ug K 5’ wito V2

puisque 7" = £’/o’. Mais en premiére approximation ka = z{,, + dk a et par
conséquent

dln (Jo(x)) _ d?In (Jo(z)) 51— —61
dx r=z2(,+0x dacQ =z,
puisque
d*In (Jo(z)) 1 d?Jo(z) dJo(x)
dx? r=2(, o (Jo([l)))2< dx? JO( )_ ( dx ) ) r=2{,

Ainsi k¥'on =z, /a et wy,, = ¢ ki, . Ensuite

;141 Weo wy -1+
0ka=—=+ Vw ~ — Vw
& wpo V2 e'po w V2

Autrement dit

Sk — 1 Ju'eo wOn\/—l—i—l
a \le'p w V2

. . _ 5 ARV .
Dans ces conditions, au premier ordre, kon, = \/w? — (w},,)%/c et par voie de
conséquence

S L/on 5]@_1 6n weg w0n\/—1+l

Kon Jw ey w V2

Considérons ensuite les mode T'M (0, n). Selon (6.146) les seules composantes
non-nulles du champ électrique et du champ magnétique des modes T E(0) sont :

A Tintérieur du guide d’onde cylindrique p < a :
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kdu(p)

E,(p,¢,2) = iweo dp exp (ikz)
— k2

E.(p,¢,2) = “iwes u(p) exp (ikz)

o d

Holp.0.2) = M7 exp ine)

ou

k= +vw? eouo — k2 et u(p) =wup Jo(kp)

A Textérieur du guide d’onde cylindrique p > a :

! /

’ . aZ du (p> .
E(p,¢,2) = o —iwd dp exp (ik'z)
Elp6z) = —50 ) exp(in')

= o’ — iwe’

v du’ ,
H)(p,¢,2) = d;()p) exp (ik'z)

ou

E = iwy (0! —iwe’) — (k)2 et u'(p) =ug A HE (K p)

Il est ici utile, répétons-le, de consulter le tres bref annexe H. Le symbole
H{(x) désigne la fonction de Bessel de troisieme espece (voir (H.7) et (H.9)).
La fonction de Bessel de quatriéme espéce n’intervient pas car elle décrirait une
onde électromagnétique radialement “entrante” dans le cable. La fonction de
Bessel de troisieme espece qui intervient ici décrit une onde électromagnétique
radialement "sortante” émise par le cable.

Venons-en maintenant aux points essentiels. Les conditions aux limites a la
surface p = a du guide d’onde cylidrique sont

/

€0 Ep(aa¢az) = (6/ - i) Elp(aa(ba Z)

iw
Ez(a,qb,z) = E;(a,¢7z)
Hy(a,p,2) = ﬁé(a,qﬁ,z) , Voel|0, 2rletV2zeR

De ces conditions aux limites découle directement les relations suivantes

ro= R /
= Chjif:) - dud,(;a) (pour E,)
—_ijj:o ue) = %2;/ '(a)  (pour E)
dt:l(pa) _ duc;[()a) (pour iL,)



qui impliquent les deux égalités

dx rz=ka dx z=k’a
]{72 (k‘/)2
ka) = ———— A Hy(K
weg Jo(ka) w e — o o(Ka)

Ces deux derniéres égalités sont compatibles entre-elles si et seulement si

iwso dln (Jo(iE)) o w 5/ —o' dn (H(% (gj))
k dx z=ka - K’ dx z=k'a
: r_
S MTU lorsque  |k'|a >> 1

En effet comme expliqué précédemment et conformément aux hypotheses,
en premiere approximation,

K ~ \/iwp' o’
et par conséquent
dIn (Jo(x)) (we'tid)k o k 1—1

we e 4
dx z=ka ! weg k' wp

12

el 1 kK 1—1
W Vwr! weo /2

" = ¢’'/o’. L’expression ci-dessus tend vers l'infini

compte tenu du fait que 7

lorsque ¢’ — oco. Donc, en premieére approximation x = k a = 29, + 0k a.
Puisque,
dJo(JJ)
Jo(z) = ox
O( ) dSC T=2Z0n

il en résulte que

() e

De cette observation découle alors I’expression que voici

s weg 1+
0k a ==+ ?VWT/T \/5

Autrement dit

/ 1+14 1 / 1+14
ok~ F Ii/ Wk50 VwTt! J;Z = F- Heo @ Vwt! Rl
€ a

V2 a \ €uo won V2
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Finalement, au premier ordre k = kg + dk ou

1 wo . c 2y
Ron = — w? — w(z)n et kOn = “ ou  Won = =
c c
et
kon 1 ey wvVwr 1474
ok = — ok = ——

Kon a \ guo Jur—w, V2

Exercice 6.8

En adoptant une démarche similaire a celle qui est suivie a la sous-section 6.5.1
et 6.5.2 développer une étude des modes susceptibles de s’établir dans un guide
d’onde de section carrée de coté a. Les parois de ce guide d’onde sont supposées
parfaitement conductrice et le milieu qui 'occupe est assimilable au vide. On li-
mitera la discussion au cas de modes qui sont laissés inchangés (au signe pres)
sous l'action des opérations de symétrie de la section carrée du guide d’onde, a
savoir les rotations d’angle 7/2 7 37 /2 et les réflexions d’axes ' = 0, 22 = 0 et
x' = +22 = 0 ou encore, plus simplement, sous I’action de I’échange 2' — —z!

ou 1‘2 — —.’1?2 ou finalement .’L’l 4 .Tz.

Classer et discuter les caractéristiques des modes susceptibles d’étre transmis,
c’est-a~-dire qui ne sont pas évanescents. Déterminer les fréquences de coupure
de ces modes.

Solution :

Les champs sont donnés par des expressions de la forme (6.136) et, & I'intéreur

du guide d’onde, les grandeurs E(x,w) et H(x,w) satisfont aux équations

div E(x,w) = 0 <« rot H(x,w)=—iwey E(x,w)
rot E(z,w) = iwpo H(z,w) = div H(z,w)=0

Ces dernieres équations sont équivalentes aux suivantes

2

AN E(x,w) + %E(m,w) =0 et div E(x,w)=0
c

et le champ magnétique est obtenu a partir de ’expression

- rot E(x,w)
H(z,w) = W

1 3

On adopte les coordonnée z', 22 et z = 3.
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Modes transverses électriques

On recherche les solutions E(x,w) de la forme

Bla,w) = [, 22) exp(in2)
F*(z,w) = g(z', 2?) exp(ikz)
B3 (x,w) = 0
G N (G
div E(x,w) = ol + 527 =0

Vu le probléme qui nous concerne il convient de s’intéresser aux solutions
pour lesquelles les fonctions f(z!, 2?) et g(x!, 2?) sont des combinaisons li-
néaires des exponentielles

exp (i(k ' 4 ko 22)) , exp (i(kp z' — ko 22))
exp (i(—kp 2! 4 ko 27)) et exp (i(—k1 ' — ko 2?))
2
o232 W 2
ou ki+k; = Z

w
et ou les grandeurs ki, ko et k < — sont positives ou nulles
c

Mais compte tenu de la symétrie de la section du guide d’onde et des condi-
tions aux limites qui devront étre imposées, il est plus commode d’exprimer ces
fonctions f(x!, 22) et g(x!, x?) & I'aide des solutions suivantes qui sont paires
ou impaires relativement aux coordonnées z! et x2

cos (k1 ') cos (ko %) , cos (k1 ') sin (ko 2%)

sin (ky x*) cos (kg x?) et sin (ky o) sin (kg 2?)

11 suit de la condition de transversalité div E(x,w) = 0 que

2, 2% = Aky cos(ky xb) cos (ke 22
I
alors  g(z', #?) = Ak sin(k; 2') sin (kg 2?)
', 2?) = B ky cos(ky x') sin (kg 2?
fla, «%) 2 cos (k1 2 7)
alors g(z', #?) = —Bky sin(k; 2') cos (ko %)
', 2%) = C ky sin(ky ') cos (kg 2?
f( ) ) 2 ( 1 2
alors g(z', #?) = —C ki cos(k; 2') sin (ko %)
', 2%) = D ky sin(k; 2') sin (kg 2?
f( ) 2 1 2
alors g(z', #?) = Dk cos(ky x') cos (kg 2?)

L’invariance (au signe pres) sous I'action des échanges x! — —2! ou 22 —

—x2 est donc assurée. Pour ce qui concerne I'invariance sous I’action de 1’échange
2 & 22 il faut et il suffit que
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R 1 Jw?
ki=ko=k on k—\/;\/czkﬁ

Les expressions correspondantes pour les composantes du champ électrique
s’écrivent

Fl(z,w) = k { A cos (k ') cos(k 2%) + B cos (k ') sin (k z?)
+C sin (k z') cos(k 2%) + D sin(k ') sin (k 2?) } exp (ikz)
et
F*(z,w) = k { A sin (k 2') sin(k 2%) — B sin (k 2') cos (k 2?)

—C cos (k 2') sin(k 2?) + D cos (k ') cos (k x?) } exp (ikz)

Or,

. -1 OFE? -

H1<£L‘,W): i w:i E2(w7w)
iwpo 0z Wity

. 1 OE!

Haw) = L 22 @9) K g
iwpo 0z Wity

<3 1 0E?*(xz,w) OEY(z,w)

H (@,w) = iwpo ( ozl a2 )

Venons-en maintenant aux conditions aux limites. Elles sont les suivantes. La
composante du champ électrique tangente a la surface du guide d’onde doit étre
nulle et la composante orthogonale du champ magnétique également. Autrement
dit, compte tenu de ce qui précede, il faut et il suffit que les conditions qui suivent
soient satisfaites.

E1($7w)‘z2::|:a/2 =0 ) EQ(m7W)|zlzﬂ:a/2 =0
et

V]

ﬁl(maw”xl:iaﬂ =0 , HQ(maw)‘xQEia/Q =0
Il est donc nécessaire et suffisant que les égalités qui suivent soient satisfaites
A cos(ka/2)+ B sin(ka/2)=0 , C cos(ka/2)+ D sin(ka/2) =0
et
+ A sin(ka/2) — C cos(ka/2) =0 , —=+ B sin(ka/2)+ D cos(ka/2) =0

On constate alors qu’on dispose de deux familles de solutions indépendantes.
Une premiere famille notée TE(+,n) pour laquelle

A=C=D=0 et sin(ka/2) = 0 Donc k="n ,Vn = 2, 4,6, ..
a
E'(x,w) = k B cos(kx') sin(k 2?) exp (ikz)
F*(x,w) = —k B sin(kz') cos(k z?) exp (ikz)
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Une seconde famille notée TE(—, n) pour laquelle

A=B=D=0 et cos(ka/2) = 0 Donc k="n , Vn =1, 3,5, ..
a
E'(x,w) = kC sin(kx') cos(k 2®) exp (irz)
E*(x,w) = —kC cos(kx') sin(k z?) exp (irz)
Les pulsations (fréquences) de coupure associées & ces modes sont les sui-
vantes
™2 ¢
Mode TE(+,n) : Wiy = n ,V¥n =2 4,6, ..
a
™2 c
Mode TE(—,n) : W = — ,Vn =1, 2, 5,
En outre
1 2
Mode TE(+,n) PoR= wi-wi, Vn =246, ..
1
Mode TE(—,n) DoR= wr—w?, ¥Yn =135, .

Il est suggeré d’esquisser la forme des lignes de champ du champ électrique
et les lignes de champ du champ magnétique dans le plan z = 0 lorsque n = 2
dans le cas TE(+,n) et lorsque n = 1 dans le cas TE(—,n). Il suffit pour obtenir
une premiere image de considérer les valeurs du champ électrique et du champ

magnétique sur les axes ' = 0 et 22 = 0.
Modes transverses magnétiques

Dans ce cas il convient de partir des équations

2
A H(x,w) + %H(m,w) =0 et div Hx,w)=0

Le champ électrique est alors obtenu a partir de ’expression

rot H(z,w)

E(w’ w) - —iWweQ

On recherche les solutions H (z,w) de la forme

H' (2, w)
H*(x,w) = g(a', 2?) exp (irkz)
H3(z,w) = 0
. '’ af(l‘l, I2) ag(xla x2)
div H(z,w) = Brs) + 92 =0



La démarche que ’on adopte dans ce cas est similaire a celle qui vient d’étre
suivie dans le cas transverse électrique.

Les expressions correspondantes pour les composantes du champ magnétique
s’écrivent

HY(z,w) = k [A cos (k ') cos (k 2%) + B cos (k ') sin (k z?)
+C sin (k z') cos(k 2®) + D sin(k ') sin (k 2?) } exp (ikz)
et
H*(z,w) = k [A sin (k ') sin (k 2%) — B sin (k 2') cos (k z?)

—C cos (k 2') sin(k 2?) + D cos (k ') cos (k x?) } exp (ikz)

Or,
-1 9H?(z,w) K
El — ) - v H2
(@, w) —iweg 0z weg (@, w)
1 0H'(z,w) —k -
E2 — ) - Hl
(2, w) —iweg 0z weg (2, w)
3 1 OH?(x,w) B OH (z,w)
E(x,w) = —iweg ( Oxl Ox? )

Venons-en maintenant aux conditions aux limites. Elles sont les suivantes. La
composante du champ électrique tangente a la surface du guide d’onde doit étre
nulle et la composante orthogonale du champ magnétique également. Autrement
dit, compte tenu de ce qui précede, il faut et il suffit que les conditions qui suivent

soient satisfaites.

E1<waw)|12::|:a/2 =0 5 E2(mvw)|m1:ﬂ:a/2 =0
et

v

ﬁl(maw)‘ﬂ:iaﬂ =0 , Hz(w7w)|x2=ia/2 =0

Autrement dit il est nécessaire et suffisant que les égalités qui suivent soient
satisfaites

A cos(ka/2) &+ C sin(ka/2) =0 et B cos(ka/2)+ D sin(ka/2) =0
et
+ A sin(ka/2) — B cos (ka/2) =0 et — =+ C sin(ka/2)+ D cos(ka/2) =0

On constate alors qu’on dispose de deux familles de solutions indépendantes.
Une premiere famille notée TM (4, n)
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A=C=D=0 et cos(ka/2) = 0 par conséquent kzgn , Vn =
HY(z,w) = k B cos(kz') sin(k 2?) exp (ir2)
H*(x,w) = —k B sin(k z') cos(k z2) exp (ikz)

Une seconde famille notée TM(—,n)

A=B=D=0 et sin(ka/2) = 0 par conséquent k=" n , Vn =
a
HY(z,w) = kC sin(kz') cos(k x?) exp (irz)
H*(x,w) = —kC cos(kz') sin(k 2?) exp (irz)

Les pulsations de coupure sont

2
Mode TM (+,n) : Wy p = wee, , Vn =1, 3,5, ..
a
™2 c
Mode TM(—,n) : W_ g = n ,Vn =2 4,6, ..
a
et
1
Mode T M (+,n) D k=—yJwl-wi, Vn =135 ..
- ;
1
Mode TM(—,n) k= Jwi-w?, Vn =24 6, ..
- ,

Il est suggeré d’esquisser la forme des lignes de champ du champ magnétique
et les lignes de champ du champ électrique dans le plan z = 0 lorsque n = 1
dans le cas TM(+,n) et lorsque n = 2 dans le cas TM(—,n). Il suffit pour
obtenir une premiere image de considérer les valeurs du champ électrique et du
champ magnétique sur les axes ' = 0 et 2% = 0.

Exercice 6.9

On considere un model simplifié de propagation des ondes radio dans ’atmo-
sphere terrestre, pour une surface terrestre supposée localement plate, d’équa-
tion 22 = 0 en coordonnées cartésiennes. Dans ce modele la constante diélec-
trique de I'atmosphere e(z3), 23 > 0 n’est pas uniforme, elle dépend de Dalti-
tude. Considérer les équations de Maxwell-Hertz dans le cadre restreint fondé
sur ’hypothese d’une dépendance du champ électrique par rapport a l’espace et
par rapport au temps de la forme

E(z,t)=Re [ Eg F(2*) exp (i (k2" —wt)) ]

ou le symbole k désigne une constante et ot la perméabilité magnétique du milieu
est celle du vide. Le champ électrique est donc indépendant de la coordonnée

x2.
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1. Montrer que pour des ondes électromagnétiques dont le champ électrique
est polarisé parallelement a la surface terrestre, plus précisément tel que
E, = Ej ey, la fonction F(x3) doit satisfaire & 1’équation différentielle

d*F(23) ( w? e(z?)

S —k2) F(z®) =0

c? €0

2. Montrer que pour des ondes électromagnétiques dont le champ électrique
est polarisé perpendiculairement & la surface terrestre, plus précisément
tel que Eo = Ey es, la fonction F(2?) doit satisfaire & I'équation

PF@®) 1 de(z®) dF(a?)
(dx?)? +€(x3) A3 dz®
1 d?e(z3 1 de(z3)\2  w? 23 ,
+ [ o T - (o 9 + 7 K] Feh =0

Montrer ensuite que la fonction F(z%) est de la forme

Fa) =\ 66

ott la fonction G(x?) doit satisfaire & 1’équation différentielle

d*G(z3) [1 1 d?e(2?) 3( 1 de(x3))2 w? e(z3)

(dz3)? 2 e(z3) 4 e(x3) da? —K G’ =0

2 e(x3) (dx3)? 4 2 g

3. Supposons maintenant que la constante diélectrique ¢(z®) dépend peu de
I’altitude et plus précisément qu’en premiere approximation elle est de la
forme

w

3
e(z’) =¢
(@) =0 (1-25)
ou wq désigne une pulsation de résonance. On demande d’étudier la pro-
pagation verticale des ondes dans la ionosphere pour k = 0.
Solution :

1. Lorsque Eg = Ejy es

Dans la situation qui nous concerne les équations qui gouvernent 1’évolu-
tion du champ électromagnétique s’écrivent

div (¢(2*) E(z,w)) = 0 <« rot H(z,w) = —iwe(2®) E(z,w)
rot E(x,w) = iwpo H(z,w) = div H(z,w)=0

3

Dans la suite pour alléger I’écriture convenons de poser z° = z.
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Commengons par remarquer que la premiere des équations qui précedent
est automatiquement satisfaite puisque

d(e(2)F(2))

div (e(z®) E(z,w)) = Ey - ( 7

es+ike(z) F(2) el> exp (ikz') = 0
car e; - Eg = e3 - Eg = 0. Ensuite, de la troisieme puis de la deuxieme des
équations qui précedent, il découle que

rot rot E(z,w) = iw o rot H(z,w) = w? g e(z) E(z,w)
Finalement, puisque également div E(x,w) = 0 il vient

w?

5 @ E(x,w)=0

0

A E(xz,w) +
c

Si dans cette derniére équation on insére ’expression de E(x,w) proposée
dans 1’énoncé du probleme on est conduit a 1’équation différentielle du
deuxiéme ordre que voici

d*F(z) w? e(z) 9
(g o R) Fe =0
Autrement dit
d*F(2) 2 2 w? e(2) 2
F = U = — — —
P ) =0 on qlep =25 oy

. Lorsque Ey = Ej es.

De la premiere des équations évoquées initialement on déduit la relation
div(e(z) E(z,w)) = grad e(z) - E(z,w) + (2) div(E(z,w)) =0

d’ou l'on tire I'expression

_grad £(z) - E(z,w)
e(2)

div(E(z,w)) =

Dans ces conditions ’équation

—rot rot E(z,w) +w? uo £(2) E(x,w) =0

déja évoquée sous 1) prend la forme suivante, compte tenu de la formule
(2.63)) et de I’expression qui précede de la divergence du champ électrique.

201



grad e(z) - E(x,w)
e(2)
Si l'on introduit dans cette derniére équation la forme du champ électrique

proposée dans 1’énoncé du probleme et si 'on effectue le produit scalaire
memebre a membre par le vecteur de base ez on parvient a I’équation

A E(xz,w) + grad ( ) +w? po £(2) E(z,w) =0

—k? F(2) | exp(ikz') + 4

o1
- exp (ikz") )

[ d*F(z)
dz?
+ w? pg e(z) F(2) exp (ikz') =0

puisque e; - Ey = 0. Par conséquent, apres simplification par le facteur
exponentiel exp (ikz?) il vient,

T -k e+ g (5 ) e o ee) P =0

d*F(z) n dF(z) 1 de(z)

dz? dz e(2) dz
1 d%(z) 1 de(2)\2  w? e(2) )
e(z) dz? 76(2’)2(6[2) *c*g?*kz]F(z)fo

Or cette équation peut aussi s’écrire sous la forme

dz? e(z) dz dz

1 d?(z) (i ds(z))2+ W e(z) o F(z) =0
e(z) dz €0

c2

Ensuite, il suffit de remarquer que lors du changement de fonction F(z) =

Veo/e(z) G(z)

e(z) dz? +Z

e(z) dz

d
_ €0 [dQG(z) (_Ei d’e(z) 1 ( 1 de(z))Q)G(z)}
2

Par conséquent 1’équation différentielle & laquelle obéit la fonction G(z)
s’écrit

d*G(z) 1 1 d%(z)
dz? {



3. Lorsque k =0 et e(z) = &g (1 —w? /w2) I’équation qui gouverne la fonction
G(z) s’écrit

d2G(z w? — w?
dzgh = 0 G(z)=0

Deux situations sont a distinguer.

Si w > wp alors les solutions de I’équation pour la fonction G(z) sont de
la forme

2 _ 2
G(z) = Go exp (i k z) on k=YL %0
C

Le champ électrique présente alors une dépendance de la forme

E(z,w) = Ey exp(+i k 2)

En revanche si w < wyp alors les solutions de ’équation pour la fonction
G(z) sont de la forme

G(2) =G exp(+k z) ou k=

Le champ électrique présente alors une dépendance de la forme

E(x,w) = Eg exp (£k 2)
Exercice 6.10

On considere la propagation des ondes dans un milieu diélectrique homogene et
anisotrope. Les coordonnées cartésiennes sont orientées selon les axes principaux
du tenseur diélectrique si bien que

€ij = (i) Gij
1. Montrer que pour des ondes électromagnétiques planes de pulsation w et
de vecteur d’onde k on a la relation,

w? D(z,t)
kA (kNE(z,t ———==0
(o B(e.0) + 522
2. Poser
u:g et wuy) =c =0 , = 1,2 3.

k E(i)
Les grandeurs u(; ,7 = 1, 2, 3 sont appelées vitesses de phase prin-
cipales.
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Montrer que pour tout vecteur d’onde k = k m, de direction imposée
par un vecteur polaire unité n, les composantes du champ électrique E
satisfont aux équations homogenes

2
n’ (n' Ei)—&-(uuT—l) E;=0
©)

ol le symbole n’ désigne la i-itme composante du vecteur unité n.

En déduire I’équation qui fournit la vitesse de phase u pour une direction
de propagation définie par ce vecteur unité n. Montrer que ce systéme
d’équations possede trois solutions non-triviales pour lesquelles les valeur
de u? sont réelles, 'une étant nulle et les deux autres positives. Il existe
par conséquent deux modes distincts de propagation pour une direction n
donnée.

3. Montrer que ces vitesses de phase satisfont a la relation de Fresnel

i\ 2

3 1

(n*)*
Yom =0
i=1 (1)

4. Montrer que pour deux modes de méme vecteur n mais de vitesses de
phase u? différentes, de champs de déplacement électrique D et DV ),
la densité d’énergie électrique totale de la somme des deux modes est la
somme des énergies électriques associées a chacun des modes. Autrement

dit
i (D@)i (DB))i 0
= €
Solution :
1. E(xz,t)=Re [ € exp(i(k -z —wt))].
div D(z,t) = Re[ik!ej & exp(i(k -z —wt))]

3
= Re [ZZ E* ey & exp(ifk-z—wt) ] =0
=1

w

par conséquent Z k* ew Ei(x,t) =0
=1

rot rot E(z,t)=Re [ —kA(kNE) exp(i(k-x —wt))] = —kA (kA E(z,t)

o, 0 - 9 o, -
= —rot — B(x,t) = —po - rot H(x,t) =

_ 2

—Ho @
Donc
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kA (kA E(,t)) + =

w® D(z,t)
2 " &

2. De I'équation qui précede il suit que

—k? E(z,t) + k (k- E(z,t)) +

ou encore

~E(z.t)+n (n-E(z,0) + Y

Posons

w2 3 6(@)
2 Z?

{=1

3 2

=1 M@

—nl e
n=mn’e;

Donc, en termes de composantes

=0

2

ey (ee . E(m,t)) =0

e/ (e, E(m,t)) =0

1,2 3

- E(x,t). 11 est ensuite aisé de

—n1n3
—n2n3

3,3

1 —n°n

El/U(l)
EQ/U(Q)

2
nin (ec- E@.1) + (=5 —1)(e; B(w,0) =0 , V]
Y0)

Pour alleger ’écriture posons E; = e;
constater que le systeme d’équations qui précede peut aussi s’écrire sous
la forme

[ uy O 0 [1—n'n! —nln?

0 u@y O —n2nt 1—n?n
| O 0 uay || —nn! —n3n?
[ u@gy 0 0 [ E1/uq)
X 0 U(2) 0 EQ/U(Q) :u2
L 0 0 ’U,(g) 1 L E3/U(3)

Es/u(s)

Il s’agit donc d’une équation matricielle aux valeurs propres pour une
matrice 3 x 3 hermitienne réelle, visiblement positive. Les valeurs de u?

en sont les valeurs propres. Les valeurs propres u

2

sont donc réelles et

positives a I'exeption de I'une d’entre-elles qui est nulle, comme il est aisé
de la constater. Le vecteur propre coorespondant a la valeur propre u? = 0
est, & un facteur preés, de la forme (nl/u(l), n2/u(2), n3/u(3)) comme il
est aisé de le vérifier.

3. De I’équation établie sous 2) il résulte que

u

2

nd
)

)

(ni Ez) + —
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Par conséquent

Autrement dit

Z{ (n?) "Ei)-i-% (n? EJ)} :Zzﬂ(n%(ni Ei)—&-szQEj -0

= *’“m UG) = TGy = Yo

Or il découle de I'équation div D(x,t) = 0 que

3 i E. 3 ki e E.
}:n2]:§: (12) i_y
; u?, ; o 2 k
j=1 (4) j=1

Par conséquent

~ ()’
Z 2z 0
j=1 (4)
puisque n E; # 0 dans la mesure ol u # UGy =1, 2, 3-

4. Considérons, maintenant deux modes de méme vecteur n mais de vitesses
de phase u? différentes. Soient D@ et D® les champs de déplacement
électrique correspondants. Dans ces conditions, vu la forme du tenseur

diélectrique
3 ; 3
(D)7 (D®))J o) ,
E —a = E () (E( ))J (E(B))J
j=1 (4) j=1
3 pla) @(B) 3 (a) (B)
2 J J 2
- = =0
3 (u())” socz o
J=1

puisque le produit scalaire de deux vecteurs propres d’une matrice hermi-
tienne qui sont associés a deux valeurs propres distinctes sont orthogonaux.

Exercice 6.11

Une onde plane électromagnétique plane polarisée linéairement est perpendicu-
lairement incidente sur une surface plane d’épaisseur a d’un milieu conducteur
de conductivité o, de constante diélectrique gy et de perméabilité magnétique
Ho-

1. Déterminer les coefficients de réflexion et de transmission dus a cet écran.
Discuter le comportement de ces coefficients en fonction de la pulsation w.
Quelle est la profondeur de pénétration du rayonnement incident. Apparait-
il des comportements résonants selon la valeur de la pulsation ?
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2. Discuter la limite ou a — 0 et 0 — oo.

Solution :
Exercice relatif aux sous-section 6.4.1 et 6.4.2

La démarche qui peut étre adoptée dans la résolution de ce probleme est tres
semblable & celle qui concerne la résolution de 'exercice 6.4. Aussi, la premiere
étape de la résolution du présent exercice est-t-elle décrite de maniere sommaire.

Soient #1 = —a/2 et 2! = a/2 les surfaces de séparation du vide et du mi-
lieu constituant la parois et soit m = (1,0,0) un vecteur unité orthogonal & ces
surfaces.

La forme des expressions des champs électrique et magnétique qui décrivent
les ondes planes incidente, réfléchie et transmise, E;p,.(x, t), f{im(w, t), Eref(a,t),
Iv{mf (z,t), Etrans(z,t), Hivons (z, t) ainsi que les ondes planes qui régnent dans
le milieu intermédiaire Epyrois(, ), H parois(Z,t) est la méme au fait pres que
maintenant le vecteur k' est complexe. Les parties réelle et imaginaire de ce
vecteur seront notées kj et k' respectivement. Plus précisément

! !/ . N !
E' = kj+ick’ ot ky=kyn e K =rn
! N .
ouencore k' = k'mn ot K =kj+irK

Puisque la constante diélectrique et la perméabilité magnétique du milieu
intermédiaire sont celles du vide il résulte de (6.77) que

(lf’)Q—(H’)Q——2 et 21<;’,‘f’—w—2L ou 7 ==
0 T2 O™ T 2wyt T

Par conséquent

w 1+ (wr')?2 +wr! w /14 (W) —wr!
o ) ¥ )
c 2wt c 2wT!
Quant au milieux extérieurs le vecteur d’onde vaut

k=wyegupn=wn/c=kn

Les conditions aux limites sur les surfaces ! = —a/2 et 2! = a/2 sont simi-

laires a celles qui interviennent dans la résolution de ’exercice 6.4. Les champs
électrique et magnétique tangent a la surface de séparation des milieux sont
continus a chaque instant. En complete analogie avec la résolution de ’exercice
6.4 on est conduit aux résultats que voici

exp (—ika) Ene 1+ A2
rans == N ; B = — 2 1
&t cos (k'a) — iBsin (k'a) ot 2 A
et
_iC sin(K'a) exp (—ika) Eime . o 1-4A7 5
Eres = cos (k'a) — iBsin (k'a) ou C= 2A B =1
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Dans ces dernieres expressions

k (K k)2 + 1 (K k)2 — 1
A = — B - _— = _—
o done sk YT T

Rappelons que exp (+ika/2) Etrans, €xp (+ika/2) Erey et exp (—ika/2) Eine
sont directement liés au champ électrique transmis sur la surface z* = a/2, ré-
fléchi et incident sur la surface z' = —a/2.

Rappelons de plus que la grandeur &’ est complexe et par conséquent exp (ik'a) =
exp (ik{a) exp (—k'a). Par conséquent

cos (k'a) = cosh(r'a)cos (kja) —i sinh (x'a)sin (kja)
et

sin(k'a) = cosh (k'a)sin (kja) + i sinh (k'a) cos (kya)

Ainsi, moyennant un calcul fastidieux, mais ne présentant aucune dificulté,
on peut établir les résultats qui suivent. Premierement

| cos (k'a) — iBsin (k'a)|?
= 14 (B B*—1) sin(kha)’ + (B B* +1) sinh (x'a)’

B+ B* B - B*

+ + sinh (2 x'a) + sin (2 kgya)
B B*+1 B+ B*

= % cosh (2 K'a) + + sinh (2 #'a)

B B*—1 B - B*
- g cos (2 k{a) +

sin (2 kja)
Pour évaluer les constantes B et C il convient de commencer par noter que

1

1 k'\2 ) 1
—:(—) :1—|—L, et donc — =4/1+
wT A

A? k wT
Notons que
1 1 21’
— 4+ -——— =2 etdonc A2+ (A*)2 =2 (A4 = —"——
AZ T (4%)2 (A7) ( ) 5 ()2

Dans ces conditions

(1+A%)(1+(A4)?) 1+ A2+ (A7) + (A4")2 _ 1+3(AA")°

BB" = 4AA* 4AA* 4AA*
1 14 (AA%)2  AA*
1 A4 T

et
cct (1—A?)(1—(A")?) 1—A2— (A2 4+ (AA*)? 11— (AA*)?
4AA* N 4AA* T 4AA*

1 14 (AA%)2  AA*
4 AA- 2
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et plus explicitement

BE* - 11+(w7"/«/1—|—(w7”)2)2+1 wr!
4 wr'/y/1 + (wr’)? 2 /14 (wr')?
et
o TR 1w
4 dwr/\/1+ (wr)? 2 /14 (w2r)?

Il est également important pour la suite d’exprimer les parties réelle et ima-
ginaire du coefficient B.

A
_ ;<k(k?k/—|2i/<a’) N k) —;m’)
1kl —ix wr’ ko + ik’
- 5( k Tt (wr)? k )
N Y P
2k 1+ (wr’)? 2k 1+ (wr’)?

puisque

|k/|2 _ k2 V 1+ (‘:JT/)Q
wT
De I’expression qui précede pour B on en déduit immédiatement les expres-
sions qui suivent pour les parties réelle et maginaire de cette grandeur. Elles
s’écrivent

B B* / /
+B_k (1+ —2——)
2 2k 14+ w2 (77)2
et
B-B* ( wT’ )
20 2k VIt+w? (7)2

Pour déterminer les vecteurs de Poynting moyens il convient de partir de la
formule . Ainsi, pour 'onde incidente, on a ’expression

koo [Eimel® | [20 Eine Eine
inc — -
w 2 o 2

Pour 'onde transmise

§trans _ CQJ €o ||gt7"ansH2 _ 570 gtrans : grrans n
w 2 \/ Lo 2
ginc ° g* .
_ T(w) 670 inc
Ho 2
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Le coefficient de transmission T'(w) s’écrit

1 2__1
Tw) = cos (Ka) —iBsin(Ka)| — D(w)

ol nous avons posé

Dw) = 1+ (B B*—1) sin(kha)’+ (B B* +1) sinh(x'a)’
B+ B* B - B*
* sinh (2 k'a) + 5; — sin (2 kja)
Pour I'onde réfléchie
— —c%k €0 ||5Tef||2 €o gref 'g:ef
Sef = 5 AW 2 (™
€0 ginc : g;kn('
() |2 Sine Zine ()

Le coefficient de réflexion R(w) quant & lui s’écrit

B —iC'sin (K'a) 2 CC* (sin(k a)? + sinh (#a)?)
R(w) = cos (k'a) — iBsin (k'a) ‘ B OD(w)

Il est alors aisé de contater que

T(w)+ R(w) <1

Finalement on remarquera qu’a haute fréquence, c’est-a-dire lorsque wr’ >>
1, les pulsations w pour lesquelles I’épaisseur a coincide ”grosso modo” avec un
nombre entier de demi-longueurs d’onde et un nombre impair de quart de lon-
gueurs d’onde correspondent a des valeurs maximales et minimales du coefficient
de transmission T'(w).

Pour s’en convaincre il faut commencer par observer que

cos (k'a) — iBsin (k'a)
= cos (kya)(cosh (k'a) + Bsinh (k'a)) — i sin (kya)(sinh (k'a) + B cosh (k'a))
= [cos (kya)(cosh (k'a) + B, sinh (x'a)) + sin (kya) (B; cosh (x'a))]
— i [sin (kja)(sinh (k') + By cosh (k'a)) — cos (kja)(B;sinh (k'a))]
Dans cette derniére expression les symboles B, et B; désignent respective-

ment les parties réelle et imaginaire du coefficient B. Ensuite il faut vérifier que
le carré du module de cette derniere expression s’écrit

|cos (k'a) — iBsin (k'a)|* = (cosh (x'a) + B, sinh (/<;’a))2 + (B? — 1) (sin (kja))?
+ 2B;sin (kja) cos (kja) + B} ((sin (kja)) ? + sinh (n’a))Q)
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Or, lorsque wr’ >> 1

k! 1 1 1
PPN YR NS PUPS
" k 4(wt’)? 8(wT’)? ¢ ¢

Ainsi, en premiere approximation

(sin (kja))?

| cos (k'a) — iBsin (k'a)|* = exp (2K'a) + w2

Le dénominateur qui figure dans I'expression du coefficient de transmission
passe par une valeur minimale lorsque k’a = nm et par une valeur maximale
lorsque k'a = (n+ 1/2)7.

Exercice 6.12

Considérons un cable coaxial cylindrique, de rayons a et b < a, tel qu’il est décrit
a la sous-section 6.5.3. On demande d’étudier le mode T'M (0) susceptibles d’in-
tervenir lorsque les milieux conducteurs qui constituent le cable possedent une
conductivité infinie et que le milieu présente une susceptibilté p et une perméa-
bilité . Quels sont les courants d’énergie électromagnétiques qui se manifestent ?

Solution :

11 convient d’utiliser des coordonnées cylindriques (p, ¢, z) dont 'axe Oz coincide
avec I’axe du cédble. Trois régions interviennent. La région conductrice 0 < p < b,
la région b < p < a assimilable au vide et la région conductrice a < p < +o0.
Pour un rappel utile au sujet des modes T'M(0) il convient de se référer aux
expressions (6.146).

Les seules composantes non-nulles du champ électrique et du champ magné-
tique dans la région b < p < a sont :

dy(k
Ep.6.5) = —— D) exp iz
—(k)? .
E.(p.¢,2) = — = y(kp) exp (irz)
9 dy(k
Hy(p,,2) = yé(lpp) exp (ikz)
k= w? pe—(k)?

Quant aux conditions aux limites en p = a et p = b elles s’écrivent,

E.(a,¢,2) = E.(b,¢,2) =0

Ces conditions aux limites en p = b et p = a sont donc satisfaites si

y(ka)=0 et y(kb) =0
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La fonctions y(x) qui intervient est une solution de 1’équation différentielle
(6.144). Elle est de la forme

y(kp) = A Jo(kp) + B Yo(kp)

ou les symboles A et B désignent des constantes d’intégrations. Les conditions
aux limites conduisent aux conditions suivantes

A Jo(k b) + B Yo(k b)
AJo(ka)+BYska) = 0

Par conséquent, une solution non-triviale existe si et seulement si

Jo(k b) Yo(k a)—Jo(k’ a) Yo(k b):O et EZ— = —

La premiere équation ci-dessus détermine les valeurs de k possibles et la se-
conde fixe le rapport B/A.

Lorsque ka > kb >> 1, compte tenu des comportements asymptotiques
(H.8), on a

2 2
Jo(ka) = 71_kacos(ka—ﬂ/él) , Jo(kb) = 71_kbcos(/cb—7r/4)
et
Yo(ka) = 7riasin(kafﬂ'/él) , Yo(kb)éwﬂ’ibsin(kbfﬂ/él)

Dans ces conditions

Jo(k b) Yok a) — Jo(k a) Yo(k b) ~ Wza %
x [ cos(kb—m/4) sin(ka—n/4) —cos (ka—n/4) sin(ka—m/4) |
- 2 2 B
~ T 7Tkbsm(k(a—b))—()

nm
k=7 . n=123
et
B cos(ka—m/4) B (4n+1)a—b
Z__sin(ka—ﬂ'/él)_tan(ka+ﬂ/4)_tan(ﬂ 4(a — b) )
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Exercice 6.13

Montrer que pour une onde électromagnétique plane de pulsation w et de vecteur
d’onde k qui se propage selon la direction fixée par le vecteur unité n dans un
milieu homogene, électriquement anisotrope et magnétiquement isotrope, on a

% D(z,t)- E(xz,t) = % po H(,1)?
- 2Miu2[E(w,t)2_(n'E(w7t))2]
et
S(xz,t) = E(z,t)AH(xz,t)
- %[E(a:,t)Qn—(n-E(w,t))E(w’t)]
ou

Dans ces dernieres expressions le symbole u désigne la vitesse de phase
w/|k|-

Une vitesse de propagation v(x,t) de 1'énergie électromagnétique, selon la
direction fournie par le vecteur de Poynting, peut étre définie a ’'aide de la
relation

S(x,t) = h(z,t) v(z,t)

dans laquelle on impose a cette vitesse d’étre liée a la vitesse de phase u par la
relation

Montrer qu’alors

he,t) = 5 Dia,t) - Bla.t) + 5 po H(a.0)?
et que
v(x,t) =u E(z,t)’n— (n-E(=z,1) ) ng,t)
E(x,t)> — (n - E(x,t) )
u Nt (noB)”
(||U||) =1 E(x,t)?
Solution :

La forme générale des champs est donnée par les expressions suivantes.

E(x,t) = Re € exp(i(k-z—wt))] ou n:%
et

Di(z,t) = & Ey(z,t)
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De plus, en vertu des équations de Maxwell-Hertz

v kA E(x,t kA H(z,t
Be.) = "AE@D o gy = EAH@D
w w
ol B(xz,t) = o H(x,t)
Des relations précédentes il suit que
kA (KANE(x,t) = wkAB(x,t)=powkAH(z,t)

= —Ho UJQ D(wat)

Par conséquent, compte tenu de la formule de Laplace (A.44)

k*> E(z,t) — (k- E(z,t)) k = po w* D(z,1)

Le produit scalaire, membre a membre de 1’égalité ci-dessus avec le vecteur
E(z,t) conduit & I’égalité

k* E(z,t)* — (k- E(:B,t))2 = uo w? D(x,t) - E(x,t)

de laquelle découle I'expression

k2

1 2
5 D(@.t) E(x,t) = 2 0 o2 [E(z,t)* — (n- E(,1))"]
1 2

= 5.2 o 2 [E(ac,t)2 - (n . E(m,t)) ]

En outre, il suit des relations de Maxwell-Hertz qui précedent que

y , EAE(x 1) k®E(xt)?— (k-Ezt)
= 721 5 [E(sc,t)Q—(n-E(sc,t))Q]
Hp U

et par conséquent

Ho ﬁ(:]},t)z _ 1
2 2 o u?

[E(x,1)’ — (n- E(z,1))°]

Pour le vecteur de Poynting on a l’expression

S(xz,t) = E(z,t)AH(xz,t)
= E(:l: t)/\w
’ Mo W
kB L
= o E( ’tHuowE( i)
= L [B@)’n-(n E@b) B@1)]
U fo

214



Ensuite, puisque

n-S(x,t) = h(z,t) n-v(x,t) = h(x,t) u

alors compte tenu de ’expression précédente du vecteur de Poynting il vient

hz,t) = % n-[E@)?n—(n- E@t)) E@t)]

= [ E(z,t)> = (n- E(x,t) )2]

S(x,t) E(x,t)> n— (n-E(x,t) ) E(z,t)
h,t) E(z,t)? - (n- E(m,t))2

Exercice 6.14%

Considérons un milieu isolant isotrope dont la constante diélectrique e(x) dé-
pend de I'endroit. La perméabilité magnétique est celle du vide. On souhaite
étudier les propriétés des ondes électromagnétiques de pulsation w qui se pro-
pagent dans un tel milieu. Dans ce but, comme en (6.136), il convient de poser

E(z,t) = Re [ E(z,w) exp(—i w t) |

1. Montrer que la composante de Fourier E(x,w) du champ électrique satis-
fait a I’équation

A E(w,w) +k()? Bw.w) = —grod (E(@,w)- 9’"?2’:)(“3) )
olion aposé: k(xz) = % 525:)

2. Supposons que les variations relatives de la constante diélectrique e(x) de
méme que celles du champ électrique E(x,w) sont "lentes”, c’est-a-dire
relativement faibles sur une distance de ’ordre de grandeur de la longueur
d’onde associée a la pulsation w. Plus précisément supposons que

1 |0e(x) 1 & (x)
k(@) ‘ Dar ‘<< &(=) ’ K(@)? | 927 axf’ <<e@)
1 an((I),w) . o
et i) ’ Dt ‘ <|Ej(x,w)] , Vjetl =123 et V.

Montrer que dans ces conditions le second membre de ’équation de champ
qui figure ci-dessus peut étre négligé.
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3. Pour séparer les variations spatiales rapides du champ E(x,w) des varia-
tions spatiales lentes il convient de poser

E(x,w) = exp(ikoS(z,w)) e(x,w)
et

1%

H(z,w) = exp(ikoS(z,w)) h(z,w)

Dans cette expression la fonction S(x,w) est réelle et le symbole e(x,w) €
C3. Enfin, le symbole ko désigne le rapport kg = w/c. L’idée est d’exprimer
les variations spatiales rapides du champ E(x,w) a laide du facteur de
phase exp( i ko S (a:,w)). Montrer que dans ces conditions le facteur de
phase obéit a ’équation

e(x)

(grad S(x) )2 + % A S(x) = -

Solution :

1. 11 découle des équations de Maxwell-Hertz,

OH (z,t)
ot

8(6(z) E(a:,t))

rot E(x,t) = —puo 5

et rot H(x,t) =

et

div (e(z) B(z,t)) =0 et  div (uoH(z,t)) =0

que les champs de vecteurs complexes E(x,w) et H(x,w) satisfont aux
équations

19 9]

rot E(z,w) =i w py H(z,w) et rot H(z,w) = —iw e(x) E(z,w)

et

div (e(z) E(x,w)) =0 et  div (uo H(z,w)) =0
On notera que ces équations sont redondantes. En effet les deux équations

ci-dessus découlent des deux équations qui les précedent. Cela dit, il résulte
des équations qui viennent d’étre mentionnées que

rot rot E(x,w) = -/ E(z,w)+grad div E(z,w)=iw uo rot H(x,w)
= WP o () Blw)
Par conséquent, finalement
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A B(a.w) +Ka.w) B@w) = —grad | B(e.w)- 2725
e(x)
ou k(z,w) = d £(x)
c £o
puisque
Lgrad £(z)

div E(z,w) = —E(x,w) (@)

2. De la "lente” variation de la constante diélectrique () il découle que

0 I (2, w) O OF (x,w 0 j 0?
’W(Es((xm) ) ;;(n:f))‘ - ‘ Ea(; ) 5(133) ;:(;) + B () e(x) 5‘xig2
, 1 Oe(x 1 Oe(x
- Flw (E((L’) ggcf))(a(w) ;g(cﬂ))‘

<< k(x,w)| B (z,w)|k(x,w) + | B (2, w)| k(z,w)? + | B (x,w)] k(z,w)?
3. De la séparation des variations spatiales lentes et rapides du champ élec-

trique suivent les relations

rot B(z,w) = exp(iko S(z,w))(i ko grad S(z,w) A e(z,w)+ rot e(x,w))
= dwpo exp (ko S(z,w)) h(zx,w)

et

rot H(xz,w) = exp (i ko S(x,w)) (i ko grad S(x,w) A h(z,w) + rot lvl(:mw))
= —iwe(x) exp(iko S(x,w)) e(w, w)

De plus

div (e(z) E(z,w)) =exp (i ko S(z,w))
x (grade(z)-e(x,w)+iko e(x) grad S(z,w) - e(x,w) + () div e(z,w) ) =0

et

div (po ﬁ(m,w)) =exp (i ko S(z,w) )
x (i ko po grad S(z,w) - h(x,w) + po div h(x,w) ) =0

Apres élimination des facteurs exponentiels dans les relations ci-dessus
on parvient aux équations que voici, qui relient les champs de vecteurs
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complexes e(x,w) et h(x,w) et la fonction S(x,w). Des deux premidres
relations il suit que

o 1 o
grad S(x,w) A e(x,w) — cup h(x,w) = —ﬁrot e(x,w)
0
et

grad S(xz,w) A h(z,w) +c e(z) e(z,w) = —%rat h(z,w)
0

et des deux dernieres il découle que

grad S(z,w) - e(x,w) = —% (g'r(zt(i;)(m) -e(x,w) + div e(a:,w))
et
grad S(z,w) - h(z,w) = f% div h(x,w)
L rRo

A partir de la premiére de ces quatre relations exprimons le champ ivz(:c, w)
en fonction du champ e(xz,w). Il vient

h(z,w) = ﬁ ( grad S(z,w) A e(z,w) + % rot e(x,w) )

Apres remplacement de h(x,w) par 'expression précédente dans la deuxieme
équation on parvient & I’équation

( grad S(z,w) A (grad S(z,w) A e(z,w))

grad S(z,w) Arot e(m,w)) +ce(x) e(z,w)

-1 1 (u 1 o, «
= — — (rot (grad S(x,w) Ne(x,w +%rotrotem,w>
T e (ot (grad S(.w) Aefw.w) + - (@)

=.

qui, apres groupement des termes, prend la forme
grad S(z,w) A (grad S(z,w) Ae(z,w)) + ¢ po e(z) e(z,w)
1 o -
= ( grad S(x,w) Arot e(x,w) + rot (grad S(z,w) A e(z,w)) )
i ko
1 o,
+ 2 rot rot e(x,w)
0
En premieére approximation on peut, dans cette derniére équation, négliger
la contribution des termes qui sont associés a des dérivées des grandeurs

a variations lentes. Autrement dit, compte tenu de la formule de Laplace
(A.44) et apres changement de signe dans les deux membres,
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(grad S(z,w)* — ¢ po e(x)) e(z,w) — (grad S(z,w) e(z,w)) grad S(z,w)

1 .
= rot (grad S(z,w) A e(z,w))
i Ko

Mais, pour les mémes raisons, le dernier terme du membre de gauche
peut également étre négligé en vertu de la troisiéme des relations évoquées
précédemment. Ainsi

(grad S(z,w)* — ¢ po e(x)) e(z,w) = % rot (grad S(z,w) A e(z,w))

Or selon la formule (2.73), dans le membre de droite de cette derniere
égalité,

rot(grad S(z,w) A e(z,w)) = grad S(z,w) div e(z,w)
A S(z,w) e(z,w) + (e(z,w) - V) grad S(z,w) — (grad S(z,w) - V) e(z,w)
A S(z,w) e(x,w)

12

en vertu de mémes arguments. Finalement

((grad S(a:,w))2 — & po e()) e(z,w) = —i A S(z,w) e(z,w)

et par conséquent, en premiere approximation,

e(x)

1
(grad S(m,w))2 +— A S(z,w) =
(3 ]{)0 [S511)

Exercice 6.15%

Considérons un cable coaxial cylindrique tel qu’il est décrit a la sous-section
6.5.3. On demande d’étudier les modes T EM susceptibles d’intervenir lorsque
les milieux conducteurs qui délimitent le cable présentent une conductivité finie
mais grande, c’est-a-dire telle que la profondeur de pénétration § du champ élec-
tromagnétique dans le milieu conducteur est beaucoup plus petite que les rayons
interne et externe du cable. Qu’en est-il des effets d’atténuation des modes dus
aux pertes ohmiques ? Quels sont les courants d’énergie électromagnétiques qui
se manifestent dans une telle situation ?

Solution :
Pour aborder ce probleme il convient d’utiliser les coordonnées cylindriques

(p, ¢, z) dont 'axe Oz coincide avec axe du cable coaxial. On distingera trois
régions. La région 0 < p < b est occupée par un milieu conducteur. La région
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b < p < a est assimilable au vide et la région a < p < 400 est occupée par un
milieu conducteur. Pour un rappel utile au sujet des modes T'M(0) il convient
de se référer aux expressions qui figurent sous (6.146). Pour alléger I’écriture on
supposera que i = ug et € = 9. La conductivité des milieux conducteurs est
notée o.

Commengons par remarquer que les seules composantes non-nulles du champ
électrique et du champ magnétique sont :

Pour la région 0 < p <b

K dy'(Kp)

E;(p, ¢7 Z) = o — iweg dp exp (iH/Z)
El(p,¢,2) = Gl y' (K p) exp (ix'z)
AT o — iweg
. dy' (K'p )
H;’(p7 (;572) = (gp) exXp (/“ilz)
E = Viwpo(o —iweg) — (k)2

Pour la région b < p < a

dy(k
Bp.6.2) = — P e (i)
—(k)? ‘
E.(p,¢,2) = Twsoy(kp) exp (ikz)
; dy(k
Holp.0.2) = ) exp in)
k= w? g g0 — (k)2

pour la région a < p < +00

K” dy//(k//p)

E;/(pv b, Z) = o — iweg dp exp ('L':‘QNZ)
B (p6z) = —B ) ) exp(in'2)
FATT g — iweo
o d 1/ k/l
(05 = P explin's)
E' = \iwpo(o — iweo) — (K7)2

Les conditions aux limites sont les suivantes.

Enp=15>
(U _iw{fO) E//)(b7 ¢7 Z) = (_iw‘E‘O) E/J(b7 (b,Z)
E,lz(bv ¢7Z) = Ez(b> ¢7Z)
]Zj(lj)(bv ¢v Z) = H¢(ba¢72)



Enp=a

(0 —iweo) El(a,¢,2) = (—iweg) Ep(a, ¢, 2)
E!'(a,¢,2) = E.(a,6,2)
HY(a,¢,2) = Hyla,¢,2)

Parmi les premieres conséquences immédiates de ces conditions aux limites
figure les égalités

K =r=r" et par conséquent k =k’ = \/iwuo(o —iwey) — K2

Ensuite les conditions aux limites en p = b et p = a sont donc satisfaites si

dy' (K'p) dy(kp) —()* oy —(k)?
dp ‘p:b  dp ‘p:b ot 0 — 1WeQ y (k) = —iWweq y(kb)

1"( 1. _(1.1\2 _ 2
WD) A P 0

dp lp=a dp lp=a o — tweg —iweg

Les fonctions y(z) sont des solutions de I’équation différentielle (6.144). L’ab-
sence de singularité en p = 0 et I’absence d’onde radiale entrante a l'infini
p — 400 impose que

v (K'p) =uo Jo(K'p) et que 3" (Kp)=uo C H (K p)

Dans ces expressions le symbole ug désigne un facteur arbitraire. A I'intérieur
du guide d’onde.

y(kp) =uo (A Jo(kp) + B Yo(kp) )

Finalement, I’ensemble des conditions aux limites conduit aux conditions
suivantes pour les grandeurs A, B, C et k.

1
U__(IZZ; Jo(k'b) = _fwio (A Jo(kb) + B Yo(kb))
(,_(’jf,; C Hy(K'a) = _Z(Zj:) (A Jo(ka) + B Yy(ka) )

Considérons maintenant le rapport pris membre & membre des 1-ére et 3-
eéme équations puis des 2-eme et 4-éme équations qui constituent le systeme
d’équations qui précede. Il vient
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tweg—o 1 dJy(z) _ iwep 1
K’ Jo(k'b)  dx  le=rp kA Jo(kb) + B Yo(kb)
dJo(x) dYy(z)
(A dz +B dx )w:kb
et
iweg—0o 1 dHg(z) _ iweg 1
k' HY(k'a) dr lo=wa kA Jy(ka) + B Yy(ka)
dJo(x) dYo(x)
% ( A dx +B dx ) z=ka
ou encore (équation (1))
iweg—o k 1 dJy(z) B 1
iwey K Jo(k'b) dv la=kv  Jo(kb) + (B/A) Yo(kb)
( dz +(B/4) dz ) w=kb
et (équation (2))
iweg—o k1 dH{ (z) B 1
iweo K HYKa) dv le=wa — Jo(ka)+ (B/A) Yo(ka)
dJo(JZ) dYQ(l‘)
( dz +(B/4) dz ) z=ka

Dans ces deux derniéres équations seules figurent les grandeurs k et B/A

puisque
! w? 2 . W 2 . W \ €0
k: 72—:‘1 “rlT: k-'—ZT ou 7T=—
C ce T cc T g

Ces équations en permettent donc la détermination.

Avant d’aborder cette question résolvons encore le systeme d’équations li-
néaires en A et B constitué par la 1-¢re et de la 3-éme de ces équations. Ce
systeme s’écrit

dJo(z) dYy(z) K dJo(x)
A dx x:kb+B dz le=kb k dz o=k
. 7\2
A Jo(kb) + B Yo(kb) _ —iweo (K)T L

o —iweg k2

et on en déduit aisément les expressions suivantes des coefficients A et B
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o mkbp kK dy(x) iweg  (K')? ;.\ dYp(x)
4 = -2 |: E dx z=k'b YO(kb) + 0 — 1WE k2 JO(k b) dx xz=kb :|
7 kbr —iwey (k') ..\ dJo(x) kK dJo(x)
B = k'b - — kb
-2 { o —iweg k2 Jo(k0) dr lz=kb k dr lz=kb Jo(kb) ]

car (voir sous wronskien & la fin de annexe H)

dJ()(LL‘)
dx

Pour la suite il est plus approprié de transcrire les expressions de ces coefhi-
cients sous la forme

YE)(/ﬂb) _ dYo(ac)

-2
kb) =
z=kb dx b Jo(k)

T kb

z=k

kb dJy(x) dYy(x)

A = — Yo (kb

2 dr lz=k'b [a dr le=kb o(kb) }

_ mk b dJy(x) dJo(z)
B = 2 dr lz=k'b [Jo(kb) - dx z:kb}
ol nous ’on a posé
—iLUEQ k’/ Jo(k‘/b)
o =

o —iweg k dJo(z)
dx

z=k’b

La grandeur 7 introduite plus haut possede la dimension d’un temps. C’est,
rappelons-le, un temps de relaxation qui tend a s’annuler lorsque la conductivité
tend & devenir infinie. Il est maintenant temps de faire intervenir le fait que
la conductivité ¢ du matériau conducteur est grande, donc que le temps de
relaxation 7 est petit. Par cela on entend plus précisément que 1’on considere
des fréquences telles que

wT << 1
Or

, w 2 K2 4 w [ 1 1+iw 1
W= (- ) vim e =2
w wr ¢V wr V2 ¢ yJwTt
puisque ck < w. Il faut ensuite faire intervenir le fait que la profondeur de
pénétration du champ électromagnétique dans le milieu conducteur est petite
par rapport aux dimensions du cable coaxial et donc que ces dimensions sont
telles que

v ¢ >w b >>1
¢ 2 wr c 2 \JwTt

Im(K') a>Im(k') b>>1 Ccest-a-dire que

Autrement dit

c
a>b>>—V2wr
w
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Dans ces conditions, compte tenu des relations (H.7) et compte tenu du
comportement asymptotique (H.9)

1 d
S ) # £ o2
x=k'b Hl(z)+ HE(z) dx ( o(@) + O(x))
—i , lorsque Im(k")b >> 1

z=k’b

R4

et
1 dH}(x)
Hi(z) dz

12

i, lorsque Im(k')a >> 1

z=k'a
Il est alors aisé de constater qu’en premiere approximation
1+7 w

— Vwt et par conséquent |a] << 1

V2 ke

Par ailleurs, dans le membre de gauche de 1’équation (1)

e
12

twey—0 E 1 dJy(x)
Tw €0 k' Jo(k,b) dx

N ——— — X —

et dans le membre de gauche de ’équation (2)

iwegg—0o k1 dH} (x)
iweg K Hi(Ka) dx

S
o
2

rx=k’a 1+Z 7 \/WT

12
12

Q|

Par conséquent, en premiére approximation (équation (3))

Jo(z) + (B/A) Yo(z)

1+7 w
z=kb /2 ck

12

wT T«

et (équation (4))

Jo(z) + (B/A) Yo(x)

L 1+t w

r=ka \/Q ﬁ

Lorsque la conductivité o est infinie, donc lorsque 7 = 0 alors k = kg et
B/A = 1. Dés lors

VWT = —«

Jo(ko b) +no Yo(ko b) =0
Jo(ko a) +no Yo(ko a) =0

Ce systeme d’équations possede une solution non-triviale si et seulement si

Jo(ko b) Yo(ko a) — Jo(ko a) Yo(ko b) =0
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et dans ce cas

_Jo(k’o b) _ _J()(k() a)
Yo (ko b) Yo (ko a)

o =

Lorsque la conductivité est grande on s’attend & des valeurs de k et de B/A
proches de kg et de 7y respectivement. Par conséquent posons

B
k=ko+dk et Zzno—i—én

Il suit des équations (3) et (4) qu’a des contributions du second ordre pres,
Yo(z)
dJy(x) dYy(z)
o T

Yo(z)
dJo(x
s+ o

12
Q

b§77+5kb

fr:ko

on+ ok a

z=ko a

R4
|
Q

dYO(I)
dx

En effet, dans les équations (3) et (4), il faut retenir que la variation du
dénominateur qui figure dans le membre de gauche apporte une contribution du
second ordre car le numérateur apporte lui, une contribution du premier ordre
comme le montre le développement qui suit ainsi que le correspondant de ce
dernier lorsque a est remplacé par b.

Jo(ka) + (B/A) Yy(ka)
dJo(koa)
dx

= (5’!70 Yo(k‘oa) + ok a (

Yo(koa)
dx

Jo(k()a) + 0k a + 1o Yo(k'oa) =+ (5’170 Yo(k'oa) + 0k a 70

dJQ(koa) + Yo(k()a))
dz 1o dz
Pour étre en mesure de conclure il faut encore faire usage des relations que
voici

Yo (z) B Yo(x)?
dJl(i)ir) + 10 d}:(l)w(:v) z=ko b Yo(m)diJo(z) _ JQ(JT) d};)w(z) w=ko b
 ma Yo(x)?
N 2 w=ko b
et similairement
Yo(x)  ma Yy(x)?
%z(z) 4+ 70 %z(l) z=ko a 2 z=ko a
Par conséquent, finalement
5 — 2a a+b 1
T The ab Yolko )2 — Yo(ko b)?

et
o a Y()(k() a)2 +b Y()(k() b)2
5k = —

ab  Yo(ko a)® —Yo(ko b)?
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ou encore, puisque Yy(ko a)/Yo(ko b) = Jo(ko a)/Jo(ko b), on peut écrire

14w 11t (a Jo(ko a)?)/(b Jo(ko b)?)
\/§ k() (& a 1-— (J()(k() a)2)/(J0(k0 b)2)

De ce résultat il découle que

0k ~

w? w? _ 2 kodk
R = \/(:Z_k2:\/62_(k0+6k)22 Ko 1-— /{(2)
kodk k
R Ko (1— 02 ):50——05/6:50—&—5/{
R Ko

Dans cette expression on a posé

2 k
/iozww—z—kg et Ok =——2 6k
c Ko

Par conséquent

144 w 1 1+ (a Jo(ko a)?)/(b Jo(ko b)?)
V3 roe VT @ TT= alke 7)) (ko D))

0k =

VOICI QUELQUES QUESTIONS INTERESSANTES QUI RESTENT
EN SUSPEND :

Amortissement des signaux dans la direction z 7
AO"’(SA et BO+5B?
Limite a >> b7

Courant radial d’énergie. Energie dissipée par unité de longueur ?

AN I .

Impédance du cable coaxial ?
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Chapitre 7

Solutions des exercices du
chapitre 7

Exercice 7.1

On considere une antenne, placée dans le vide, formée de deux spheres mé-
talliques parfaitement conductrices de mémes rayons a séparées par une dis-
tance d >> 2a. Ces deux spheres constituent un condensateurs de capacité
C dont les deux podles sont soumis a une différence de potentiel alternative
U(t) = Up sin (w t) de pulsation w telle que la longueur d’onde des ondes pro-
duites en régime permanent est beaucoup plus grande que les dimensions de
I’antenne ainsi constituée.

1. A chaque instant la charge électrique totale du condensateur est nulle. Cal-
culer la puissance rayonnée par cette antenne si ’on suppose, en premiere
approximation, que la charge attachée a I'un des poles du condensateurs

vaut Q(t) = C U(t).

2. Le rayonnement produit par 'antenne donne lieu a une composante résis-
tive pour 'impédance de celle-ci. Partant de cette remarque déterminer,
en premiere approximation, 'impédance de I’antenne.

3. Expliquer pour quelles raisons la mention, en premiére approximation,
intervient dans les propos qui précedent. Comment peut-on effectuer une
premiere correction des résultats acquis 7

Solution :

Qt)=CUpsin(wt) et p(t)=dQ(t) sin(wt)=pysin(wt) ou py=dCU
Il suit de (7.21) que la puissance instantanée rayonnée vaut
; 1 fuwo vy 4 . 2
W{t)=—,/— = w" sin(wt
t)=756-1/ o (wt)
En valeur moyenne au cours du temps cette puissance vaut donc
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wW== W) dt=— /= 2wt on T="
T Jo ®) 127 '\ o 2@ o w

Cette puissance moyenne dissipée peut étre assimilée a une puissance oh-
mique moyenne

-— 1 (7 I(t)? C? U3 w?
puisque
I(t) = %}Et) =CUyw cos(wt)

Par conséquent,

R(w)—i po W d> _Ar o d?
737‘( €0 c? 73 €0 A2

Dans cette derniére expression le symbpole A désigne la longueur d’onde
27 ¢/w du rayonnement émis. Rappelons que selon nos hypotheéses d << A.

Les raisons pour lesquelles la mention en premiére approximation intervient
dans I’énoncé du probleme posé résident dans le fait qu’en raison de la perte
d’énergie due au rayonnement émis le comportement du condensateur ne peut
pas étre purement capacitif. Cette perte d’énergie doit alors ce traduire par une
composante résistive dans 'impédance de I’antenne. Une premieére correction
des résultats acquis précédemment consiste donc a faire intervenir dans I'impé-
dance de 'antenne une composante résistive a laquelle correspondent des pertes
moyennes d’énergie par unité de temps qui coincident avec ’énergie rayonnée
par I’antenne, en moyenne par unité de temps. Cette approche est bien entendu
d’autant plus justifiée que la valeur de cette résistance fictive est faible compa-
rée a 'impédance du condensateur. Cette condition détermine donc le domaine
de validité de I'approximation effectuée. Cette condition, comme nous allons le
constater plus loin, fixe un domaine de pulsation dans lequel ’approche évoquée
plus haut est justifiée.

En premiere approximation I'impédance de ’antenne peut s’écrire

1
+ iwC
ou le symbole R(w) est une résistance fictive en série qui simule 'influence
moyenne du rayonnement émis. Une premiere correction consiste a déterminer
la charge du condensateur au cours du temps, compte tenu de l'influence de
cette résistance fictive due a I’émission du rayonnement. On a
Q(t)

R(w) I(t) + = = Up sin (w t)

En régime permanent

wC

It)=1Ipcos(wt—0) ou tand=wR(w)C et Iy=
(t) = 1o cos( ) ) * T /Ttw? Rw)p C?

Uy
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Dans ces conditions
B C
V1+w? R(w)? C?

et par conséquent, pour évaluer la puissance moyenne corrigée, du rayonnement
émis il suffit de remplacer py par p; donné par

Upsin (w t — 0)

Q) = i—o sin (w t — 9)

_ d C Uy . Do
V1+w? Rw)2C?  /1+w? Rw)? C?

Le domaine de pulsation adapté a 'approximation qui vient d’étre effectuée
est donc dicté par la condition

b1

sans oublier la condition

al<<)\:27rE donc o.)<<27rE
w d

Exercice 7.2

Mémes questions que dans l'exercice 7.1, mais cette fois I'antenne est consti-
tuée d’une spire circulaire parfaitement conductrice de rayon a et de coefficient
d’auto-induction L alimentée en tension alternative U(t) = Uy cos (w t) de pul-
sation w telle que la longueur d’onde des ondes produites en régime permanent
est beaucoup plus grande que les dimmensions de ’antenne ainsi constituée.

1. Calculer la puissance rayonnée par cette antenne si I’'on suppose, en pre-
miere approximation, que U'intensité du courant qui la parcourt vaut I(t) =
Upsin (w t)/(w L).

2. Le rayonnement produit par 'antenne donne lieu a une composante résis-
tive pour I'impédance de celle-ci. Partant de cette remarque déterminer,
en premiere approximation, 'impédance de I’antenne.

3. Expliquer pour quelles raisons la mention, en premiére approximation,
intervient dans les propos qui précedent. Comment peut-on effectuer une
premiere correction des résultats acquis ?

Solution :

2 U,
I(t):w—OL sin(wt) et m(t) =mg sin(wt) ou moz%

Il suit de (7.17) que la puissance instantanée rayonnée vaut

1 > 2
Ho T 4 gin (wt)?

W(t) - 6777' €0 ct

En valeur moyenne au cours du temps cette puissance vaut donc
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— 1 (7. 1 Lo T o
W==[ WHdt=-— /— 2w ot T==
T Jo ®) 127 \ gp 4 w
Cette puissance moyenne dissipée peut étre assimilée & une puissance oh-
mique moyenne

— 1 (" I(t)? Ug
W—T/O R(w) 5 dt = R(w) T2 L2

puisque

I(t) = % sin (w t)

Par conséquent

4 4
T [po at 4 0w Mo(l a

R g —_—— = - _— —_——

() 3 Ve ¢t @ 3 Ve \2r )\)

Dans cette expression le symbole A désigne la longueur d’onde 27 ¢/w du
rayonnement émis. Rappelons que selon nos hypotheses a << A.

Les raisons pour lesquelles la mention en premiére approximation intervient
dans I’énoncé du probleme posé résident dans le fait qu’a cause de la perte
d’énergie due au rayonnement émis le comportement de la spire ne peut pas
étre purement inductif. Cette perte d’énergie doit alors ce traduire par une
composante résistive dans I'impédance de I’antenne. Une premiére correction
des résultats acquis précédemment consiste donc a faire intervenir dans I'impé-
dance de 'antenne une composante résistive a laquelle correspondent des pertes
moyennes d’énergie par unité de temps qui coincident avec ’énergie rayonnée
par I'antenne, en moyenne par unité de temps. Cette démarche est bien entendu
d’autant plus justifiée que la valeur de cette résistance fictive est faible compa-
rée a 'impédance du de la spire. De cette derniere condition résulte un domaine
de validité de I’approximation. Comme nous allons le constater cette condition
fixe un domaine de pulsation dans lequel I’approche évoquée précédemment est
s’applicable.

En premiere approximation I'impédance de 'antenne peut s’écrire

Z(w) = R(w)+iw L (résistance en série et en valeur moyenne)

ou le symbole R(w) est une résistance fictive en série qui simule 'influence
moyenne du rayonnement émis. Une premiere correction consiste donc a déter-
miner I'intensité du courant compte tenu de I'influence de cette résistance fictive
due a I’émission du rayonnement. On a
dI(t
R(w) I(t)+ L % =Up cos(wt)
En régime permanent de pulsation w il vient

—R(w) et I = Uy

It)=1Ip sin(wt—0) ou tand =
) =1 ( ) w L w? L2 + R(w)?
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Dans ces conditions

o 7 a? U — wlL o
b w? L? + R(w)? 0 w? L? + R(w)? ‘

Le domaine de pulsation adapté a I’approximation qui vient d’étre effectuée
est donc dicté par la condition

4
R(w) << w L autrement dit w? << 3 [ L (E)
™V Ho

sans oublier la condition

c c
a << \A\=2m— ouencore w<<2T —
w a

Exercice 7.3

On considére milieu matériel dont le comportement électrique peut étre assi-
milé & celui d’une distribution uniforme, de densité py, de moments dipolaires
électriques induits par le champ électrique local Eqy(x,t) et présentant une
résonance de pulsation wg. Si on néglige I'influence dissipative due au rayon-
nement produit par ces dipoles, I’équation qui gouverne 1’évolution de chaque
dipole électrique p(t) (situé en x) s’écrit

d*p(t)
dt?
La constante a > 0 désigne la polarisabilité statique du milieu. En absence
de champ électrique extérieur Eqy(x,t) énergie d’un dipole s’écrit

+ w2 p(t) = a W2 Eeg(z, )

Ey 1 p(t)* +wj p(t)? }

Edipéle<t) = wg pg 9

Dans cette expression les symboles Ey et pg désigne des constantes physiques.

1. Montrer qu’en absence de champ électrique extérieur, et compte tenu de
I'influence du rayonnement produit par le dipéle, la dérivée par rapport
au temps de I'énergie du dipdle a pour valeur

dBaipote(t) 1 [po D(t)*
dt 61 €0 c2

puis en déduire que

il g [P o [ 20 ) g [

2. Introduire la grandeur suivante qui a la dimension d’un temps

_wips 1 o

T =
Eyc? 67\ g
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puis déduire de I’équation qui figure sous 1) que

2
dr (p@)+7p1)" W pt)? —72 p(t)? S e
el = t)-plt
dt[ 2 * 2 } T () P)
Ensuite montrer qu’en premiére approximation
2
dr (pt) —wd T pt) wd p(t)? — 72 wi p(t)? : :
a[( ;) ) + 0 () 5 0 () }:_ngp(t).pQ)

et que finalement

cree, — —uf 7 p(t)?

Montrer enfin qu’en premiére approximation I’évolution libre du dipole
électrique qui rayonne est régie par I’équation différentielle du second ordre

B(t) +wy p(t) +wi 7 p(t) =0
. Montrer qu’en présence d'un champ électrique extérieur, I’évolution du
dipole électrique induit est gouvernée par 1’équation

B(t) +wi p(t) +wi 7 B(t) = & Wi Eexe(,t)

. Montrer que soumis & I'influence d’un champ électrique extérieur de pul-
sation w I’évolution du dipéle en régime permanent est de la forme

—a wd Ey exp (—iw t)
t) = R [ 0 }
p(t) ¢ w2 +iwd Tw—wk
lorsque Eoxi(x,t) = Re[ By exp (—iw t) ]

. Quelle est I'allure de la susceptibilité électrique x £ (¢) du milieu formé de
tels dipoles électriques 7

Indications : Pour traiter cet exercice il est utile de se référer au résultat
(7.21). En outre, l'influence dynamique dissipative due au rayonnement
est faible en regard de la “force de rappel” —w? p(t) de I'oscillateur si bien
qu’en premiere approximation on peut supposer que

p(t) = —wg pt) , Pt)= —wg p(t) et woT<<1
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Solution :

1. L’équation

dEgipstery 1 [po P(t)*
dt 6 Veg 2

est une conséquence immédiate du résultat (7.21) et, compte tenu de l'ex-
pression de ’énergie du dipdle, on peut immédiatement en déduire la re-

lation

g{ Ey [P(t)2+w§ p(t)? } L L [ p(t) B(D) }: 1 [pop(t) - P(t)
dt \ wi p? 2 67\ eo 2 67\ eo 2
puisque

b = 5 (b(0)- (1)) ~ p0) - B (1)

2. L’introduction de la grandeur 7 dans le bilan d’énergie établi sous 1) per-
met de transcrire ce bilan sous la forme

d 1 p(t)* +wi p(t)*

= . +7 p(t) - p(t) } =7 p(t) P(t)

aprés simplification de I’équation par élimination du facteur Egp/w3 p?.
Ensuite, il est aisé de transcrire I’équation qui précede sous la forme

%[ (p(tH;ﬁ(t)) b p(t)2;72 PO ) _ 7 by 5(1)

Si, en premiere approximation, on suppose que le freinage d au rayonne-
ment a une faible influence dynamique alors le comportement dynamique
du dipole est proche de celui d’un oscillateur harmonique libre, autrement
dit on peut supposer qu’a chaque instant

p(t) = —wj p(t) et P(t) = —wh p(t)

Dans ces conditions il découle de I’équation qui précede que

p(t) — w2 T 22 272 8 2
Autrement dit
(U T i R CER 1 U3 I
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Mais le terme en —2 w2 7 p(t) - p(t) qui figure dans le membre de droite
est associé au rayonnement de freinage et il apporte une contribution dy-
namique négligeable comparée a celle des autres termes si bien qu’on peut
finalement écrire

D(1)2 4+ w2 2
%[M} — —u2 7 p(t)?

De ce dernier résultat on peut immédiatement déduire I’équation que voici,

| B0 +wf p(t) +wf 7 (1) | B =0

Enfin dans la mesure ou on se limite & un comportement oscillatoire on
peut en conclure que 1’évolution est régie par I’équation

p(t) +wd p(t) +wi 7 p(t) =0

. Il suffit de considérer la situation ou le systéme est statique pour en
conclure que I’évolution du systéeme en présence d’'un champ électrique
extérieur est gouvernée par I’équation

P(t) +wh p(t) +wi 7 p(t) = wj E(z,t)

dans laquelle le symbole x caractérise la position du dipole électrique.

. Lorsque

E(x,t) = Re [ Eq exp (—iw t)]

il convient d’exprimer le moment dipolaire électrique en régime permanent
sous la forme

p(z,t) = Re | p(w) exp (—iw t)]
Dans ces conditions il suit immédiatement de I’équation d’évolution établie
sous 3) que
2 2 . 2 _ 2
—w” p(w) +wy pw) —iwwy T pw) =a wy Eo

Par conséquent,

() —a w? Ey
blw) = :
Ww—witiwwdT
et en régime permanent
—a w? Ey

p(t) = Re

- exp (—iw t
Ww—witiwwdT ( )
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5. Rappelons les expressions du champ électrique, de la polarisation élec-
trique et du moment dipolaire a partir des transformées de Fourier par
rapport au temps de ces dernieres grandeurs.

1 [t
E(xz,t) = o E(x,w) exp(—iw t) dw
1 [t ,
p) = 5 [ ple) exp(civ ) do

Soulignons encore que la polarisations du milieu est fournie par ’expres-
sion

P(z,t) = po p(t)

dans laquelle le symbole py correspond a la densité de dipodles électriques
du milieu. Lorsque, dans I’équation d’évolution sous établie sous 3) on
exprime le champ électrique et du moment dipolaire électrique a 1’aide
des transformées de Fourier par rapport au temps de ces grandeurs on
parvient & la relation

2 2

[w? —wi+iww] 7] pWw)=—aw} E(z,w)

Grace a cette relation on peut donc écrire

+oo
P(xz,t) = po/ p(w) exp (—iw t) dw

— 00

/+°° —a w? E(z,w)
= po

2 _ 244 2
we—wytirwuwy T

Foo —a w?
= o -
o W—witiwwdT

exp (—iw t) dw

— 00

+oo
X ( E(x,t") exp (iw t") dt') exp (—iw t) dw
— 00
+oo
= 50/ xh(x,t —t') E(x,t) dt’
—o0
ol
1 +oo —a UJ2 p
P ! () . /
t—t)=— e —tw (t—1t")) dw
X&( ) 60/_00 Ww—witiwwdT <D ( ( )

Pour déterminer I'expression de la fonction £ (t — t') on procéde comme
suit
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+o00
xg(t—t’):m/ dw exp (—iw (t —t'))
280 — o0

1 1

x |:OJ+OJ()(1+iWOT/2) —W—W()(l—ion/2) :|

27 awypo [ sin(wo(t—1')) exp(—wdr (t—1')/2) lorsquet—t >0
0 lorsque ¢ — ¢’ < 0

€0

Ainsi, finalement

t
P(z,t) = 50/ xe(t—t) E(z,t') dt’

— 00

et la susceptibilité électrique cherchée est de la forme

2T awy po

et —t) = 0t —t') sin (wo(t —t')) exp (—wir (t—1')/2)

€0

Dans cette derniére expression le symbole 6(...) désigne la fonction de
Heavyside.

Exercice 7.4

On considere une situation semblable a celle qui est traitée a la sous-section
7.2.6, mais cette fois le porteur de la charge électrique @, de masse m subit
Iinfluence d’un champ d’induction extérieur uniforme et constant dans le temps
By dont leffet s’ajoute a celui de I'onde électromagnétique plane et monochro-
matique de vecteur d’onde k et de pulsation w = c||k||. Le systéme est rendu
électriquement neutre par la présence d’une charge électrique immobile de va-
leur —Q.

On considere la situation dans laquelle 'orientation du champ d’induction
By est identique & celle du vecteur d’onde k. En outre, comme a la sous-section
7.2.6, il est supposé que la vitesse avec laquelle se meut la charge est a chaque
instant tres inférieure a la vitesse de la lumiere dans le vide. On dicutera seule-
ment les deux cas dans lesquels I'onde incidente est polarisée linéairement puis
circulairement.

1. Déterminer le mouvement périodique du porteur de charge en négligeant
Vinfluence du champ d’induction associé a l'onde incidente. (voir dévelop-
pements de (7.23) a (7.25))

2. Déterminer le champ électromagnétique rayonné lorsque la longueur d’onde
du rayonnement émis est beaucoup plus grande que le déplacement du por-
teur de charge.

3. Discuter de maniere qualitative I'influence du champ d’induction extérieur
By sur la "structure” du rayonnement émis.
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4. Si un phénomene de résonance apparalt pour une certaine pulsation w =
wo qu’est-ce qui limite 'amplitude des oscillations de la charge électrique
Q, plus précisément quelle est, en premiere approximation, la largeur de
raie de cette résonance.

Indications : Lorsque le mouvement oscillatoire de la charge électrique @ est
déterminé en négligeant I'influence dynamique du rayonnement qu’elle produit
et que le champ électrique et le champ d’induction rayonnés (fournis par les
expressions (7.11) et (7.12)) sont déterminés discuter la polarisation de 'onde
émise dans trois directions orthogonales I'une étant celle fournie par le vecteur
d’onde de 'onde incidente. Les deux autres directions seront choisies de maniere
appropriée en fonction de la polarisation de ’onde incidente.

Solution :

Lorsque I'influence du rayonnement est négligée I’évolution du systeme est gou-
vernée par 1’équation bien connue

m(t) = Q [ E(0,t) +y(t) A By |

Soient ey et e; deux vecteurs orthonormés orthogonaux au vecteur d’onde
k et soit le vecteur unité ez tel que k = | k|| es. Ainsi

ej~ek:6jk ,Vj,kil, 2,3
Le systeme de coordonnées cartésiennes adopté est orienté a droite. Posons

Bo=DBy & ct y(t)=y'(t) er + () es +13(t) e
La composante y3(t) décrit le mouvement dans la direction du vecteur d’onde
k de I'onde plane incidente et les composantes y!(t) et y?(t) décrivent le mouve-
ment dans la direction perpendiculaire a ce vecteur d’onde et perpendiculaire au
champ d’induction extérieur By. L’équation d’évolution qui précede peut étre
écrite
m (§(t) et i) e2 + i’ () es) = Q(E'(0,1) er +E*(0,1) er)
+Q By (5'(0) ex A& +iP(t) e N &)

Rappelons encore que

ei1Né3=—ey; et exNé3=e;

En termes de composantes 1’équation d’évolution qui précede s’écrit

ity = % EY0,t) + wo 72(t)
it = % E%(0,t) —wo 9 (1)
) = 0
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Dans ces équations on a posé

Q By
m

wWo =

Adoptons les conventions d’écriture décrite en (6.14). Selon celles-ci

E(0,t) =&, cos(wt)+ &, sin(wt)

Nous voulons considérer 1’évolution du systéeme en régime permanent. La
composante y>(t) n’est pas couplées aux autres composantes et pour la suite il
convient de poser

y(t)=A cos(wt)+ B sin(wt) , j=1,2 et 31t =0

Apres remplacement dans les équations d’évolution et identification des termes
en cos (w t) et sin (w t) on obtient les relations que voici

—w2A1:Q5ﬁ+wowB2 ) —w2B2:Q5i2+wowA1
m m
et
—w231=Q€Z—1—wowA2 , —w2A2:QST2—wOwBl
m m
d’ou
g Qu&-wé g Qu&l-wé
m w (w? —wy?) ’ m w (w? —wy?)
et

Blz—Q wE}-}-wOE,? A2:

m w (w? —wy?)

Q wéE+wy &}

mow (w?— wo?)

Remarque : Dans les dénominateurs des expressions ci-dessus le facteur en
w? —w,y? marque l'existence de phénomeénes de résonance i la pulsation w = wy.
C’est le rayonnement qui leur confere une largeur de raie non-nulle. I’émission
de rayonnement fait apparaitre, en premiere approximation, un terme dissipa-
tif qui agit comme un terme de “frottement” dans I’équation d’évolution de la

charge.

Intéressons-nous maintenant au rayonnement produit par le mouvement de
la charge électrique. Deux situations distinctes nous intéressent. Celle ot I’'onde
plane incidente est polarisée linéairement et celle ot 'onde plane incidente est
polarisée circulairement.

L’onde plane incidente est polarisée linéairement. Dans ce cas on
peut, sans perte de généralité, faire les hypotheéses suivantes
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gl =E=€E=0 dou B'=A4=0
Q & Q _ wé&

- et B?=+-"
m w? — w,?

Al = Wl
m w (w? — wy?)

Appliquons les formules (7.11) et (7.12). Posons n(x) = x/|x||. Compte
tenu de la relation bien connue (5.13) il vient

o (@) A (n(@) A= [[z]/c) o QEL  w

E t) = = - C
ray (@,1) An Iz || AT m w? —wy?

n(x) A [n(:c) A w cos(w(t— ||lz]|/c) er —wo sin(w(t— [|z[//c)) ez | ]

X

|

et

n(x) A\ Eyay(z,t)

Eray(w, t) =

Puisque le rayonnement émis est périodique dans le temps, de pulsation w,
et dans la mesure ou 'on s’intéresse uniquement au rayonnement émis a une
grande distance choisie une fois pour toute l'effet de retard associé au terme
|lz||/c se traduit par un déphasage dans le temps fixe pour les champs élec-
trique et d’induction. Par conséquent 'influence de ce déphasage ne joue aucun
role par rapport la polarisation de l'onde émise par la charge en mouvement
oscillatoire.

Considérons trois directions orthogonales pour le rayonnement émis.

Lorsque n(x) || k donc n(x) = e3

o Q& w
dr m w? —wy?

E,y(x,t) =

—w cos (w(t — [|z]l/c)) er —wo sin (w(t — [|lz[|/c)) e

X
[l

Dans cette direction le rayonnement est polarisé elliptiquement dans la me-
sure ou le champ d’induction By est non-nul. Autrement ce rayonnement est
polarisé linéairement selon e;.

Lorsque n(x) = e;.

Lo QE w wo sin(w(t— ] /o) e

E t) =
ray (@,1) dr m w? —w,y? l|lz]]

Le rayonnement émis dans cette direction est polarisé linéairement selon es
et I'intensité de ce rayonnement est non-nul si et seulement si le champ d’induc-
tion By est non-nul.
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Lorsque n(x) = es.

wo QE  w  —w cos(wlt—[zl/0)) e

Bray (@) = 4T m w? —wy?

Le rayonnement émis dans cette direction est polarisé linéairement selon e

et I'intensité de ce rayonement dépend du champ d’induction By au travers de
la pulsation wyg.

L’onde plane incidente est polarisée circulairement. Dans ce cas on

peut, sans perte de généralité, faire les hypotheses suivantes

et

El =+ et 2 =E'=0 dou A*=B'=0

Q& . @ x&
A= m w (wFwp) t B m w (wFwp)
Donc
o @) A (@) At /) po Q@ w &l
Eray(,1) = 47 |l]| T A om ow Fuwp
n(z) A [n(w) A [ cos (w(t — [z /c)) e+ sin (w(t — ||z]|/c)) e ] ]
: el

n(x) A Eray(z,t)

Biay(z,t) =
On consate ainsi les faits suivants :
Lorsque n(x) = e; la polarisation est linéaire selon es.
Lorsque n(x) = ez la polarisation est linéaire selon e;.
Lorsque n(x) = e3 la polarisation est circulaire.
Lorsque n(x) # e; ,V j la polarisation est elliptique.

L’influence du champ d’induction B sur 'intensité ne se manifeste qu’au

travers de la pulsation wy. Donc I'influence du champ d’induction By est peu
marquée.

Exercice 7.5

On considere un dipdle électrique permanent en rotation autour d’un axe fixe.
L’axe de rotation passe par le centre du dipdle et l'orientation de ce dernier
dipole est orthogonale a cet axe. La pulsation de rotation w est contante. Déter-
miner le champ électromagnétique ainsi produit et la puissance rayonnée lorsque
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la longueur d’onde du rayonnement émis est tres supérieure a la dimension du
dipole. L’émission de ce rayonnement génere-t-elle un moment de force qui s’op-
pose au mouvement de rotation du dipdle? Si, oui, quelle est la valeur de ce
moment de force ?

Solution :

y.(t)=+a (cos(wt) ey +sin(wt) ey )

p(t)=2Q a ( cos(wt) e; +sin(wt) e )

P(t)=-w?2Qa ( cos(wt) e +sin(wt)e)

I convient de se référer maintenant aux résultats (7.11), (7.12) et (7.13).

: Buy(@t) 1 a  =plt—|lz|/c)
H,., (x, 24 -
(1) i A G
et
N N -
Eray(mvt) - €0 Ilﬂ'}” /\Hray(mvt)
Ainsi
I:Iray(il:,t)
Qaw? =z )
- S o A (cos (@ (= @l /) e +sin (w (¢~ @]/c)) ez )
Qaw? fxAhe They |
27 c ( ||:E||21 cos (w (t — (| /c)) + ”w”; sin (w (t — ||z /¢)) )
et
Eray(mvt)
_ [m Qauw? zA(xAer) B
B €0 21T ¢ ( HmHS cos (w <t ||SC||/C)>
N (xNes) |
+ fw”) sin (w (¢ = [l2]]/<)) )
Or,

e; = cos ¢ (sin9 e.(r,0,¢) + cosf eg(r,e,(b)) —sing ey(r, 0, ¢)
ey =sing (sin& e.(r,0,¢)+ cosf eg(r,9,¢>)) + cos ¢ ey(r,0, P)
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et par conséquent

e (r,0,0)Ne;

cos¢ cosf e.(r,0,p) Neg(r,0,¢9) —sing e.(r,0,0) A ey(r,0,¢)
= cos¢ cosB Ey(r,0,¢p) +sing éy(r,0,0)

e.(r,0,0) N e
= sing cosf e.(r,0,0) Aeg(r,0,p) +cosd e (r,0,¢) Aey(r,0, )
sing cosf €y(r,0,¢) —cos¢ éy(r,0, )

puis finalement

e (r,0,0) A (er(r,&(b) A el) = —cos¢ cost eg(r,8,¢)+sing ey(r,0,¢)
er(ra 07 ¢) A (e'f'(r7 07 ¢) A 62) = - Sin(b COSG 69(7’, 0} d)) — COs ¢ 6¢(7’, 07 d))

Ralativement aux vecteurs de base orthonormés associés aux coordonnées
sphériques les expressions des champs électrique magnétique prennent la forme

. 21
Hoylot) = 202 T (—5in (@ (= llzl/e) = 0) &0(r,60,9)
+ cos (w (t— ||all/e) ~ 6) cosd &y(r,6,0) )
et
21
E.y(z,t) = 5—2 %ii HSTH( cos (w (t — ||||/c) — @) cosb eq(r,0,d)

+sin(w (¢~ [zll/e) ~ 6) eg(r.0.6) )

Le rayonnement émis dans la direction (6, ¢) présente une polarisation el-
liptique dont les axes principaux sont orientés selon les vecteurs eq(r, 0, ¢) et
es(r, 0, ¢). L'excentricité elliptique (rapport de la longueur du petit axe a celle
du grand axe) du rayonnement émis est donnée par la valeur de cosf. Ainsi,
lorsque 6 = 0 la polarisation de 'onde émise est circulaire a droite si w > 0
et 'onde émise dans la direction § = 7 est polarisée circulairement a gauche.
Dans le plan Ox'z?, autrement dit lorsque # = 7/2, 'onde émise est polarisée
linéairement le champ magnétique étant orthogonal au plan Ox'z? et le champ
électrique parallele a ce plan. Pour toutes les autres directions d’émission la po-
larisation est elliptique.

Pour ce qui concerne le flux d’énergie rayonnée, il suffit de constater que le
vecteur de Poynting associé au rayonnement est donné par ’expression

9 Q% a®w* fuo 1
Siay(x,t) = By (2, t) AN Hypy(x,t) = —r— | —
Y( ) y( ) y( ) (27‘(‘ C)2 €0 HwHQ

% ((eos8)? (cos (w(t — [lell/c) — 6))* + (sin (w(t — zll/c) ~ 8))°) ex(r.6.9)
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La valeur moyenne par unité de temps du flux d’énergie rayonnée a donc
pour expression

Q*a’>w® [uy 1 (cosB)?+1

S @ ="gr e Ve e 2

er (T.7 0’ ¢)
Ainsi la puissance moyenne totale rayonnée W a pour expression

2m

W= / Jz? sing 6 [ dé Sy ()]
0 0

o Q*a® Wt o /” ) /2” (cos0)? +1
= “Gro? = /o sin 6 df | de 5

Q? a2 Wt o 8i
(271’ 6)2 €0 3

Le couple moyen M = M &3 qu’il faut fournir pour maintenir le mouvement
de rotation vaut par conséquent

Mo 2 M @ a? w?
3r\ eg 2

Exercice 7.6

On consideére un quadripoéle électrique permanent en rotation autour d’un axe
fixe avec une vitesse de rotation w qui est constante. Ce quadripdle est réalisé
par une distribution de charges électriques @) et —@Q aux sommets d’un carré de
coté 2 a. Aux sommets opposés sont attachés des charges électriques de méme
signe et aux sommets consécutifs sont attachés des charges électriques de signes
opposés. L’axe de rotation est orthogonal au plan du carré et passe par le centre
de celui-ci.

1. Déterminer le champ électromagnétique produit lorsque la longueur d’onde
de ce rayonnement est tres supérieure a la dimension de la source.

2. Evaluer la puissance rayonnée.

Solution :

Pour aborder cet exercice il convient de se placer dans le contexte de la sous-
section 7.3.2. Les positions des 4 charges électriques ponctuelles de valeurs

Qy=-1Q ,j=1, .., 4

qui constituent le quadripole ont des positions décrites au cours du temps par
les 4 vecteurs
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r;H)(t) = V2a (cos(wt—4(;) er +sin(wt—4d;)) e )
i

25 -1 =1, .. 4.
(2 )4,3 s

ou 6(]’)

Quant aux vitesses correspondantes elles sont respectivement fournies par
les expressions

ToyH(t) = V2aw (—sin(w t—4(;)) ex +cos(wt—d;)) ez )

Pour un point = (x!, x2, %) et un instant ¢ donnés, les temps retardés
to (j)(x,t) correspondants pour ces 4 charges électriques sont déterminés par les
conditions

[ =7 (to gy (1)) || = ¢ (t —to (2, 1))

Autrement dit

2 —2V2a [ z' cos (w to (jy(x,t) — 5@)) + 22 sin (w to (jy(x,t) — (5@) ]
+ 2ad°=¢2 (t -t (j)(:c,t))z

La situation qui nous intéresse est celle dans laquelle ||| >> a. Il est donc
judicieux de poser

_ =l

to (j)<w’t) = to((Lyt) + A(j)(wvt) ol to(w’t) =t c

Ainsi les conditions qui précedent peuvent étre exprimées sous la forme

z?—2V2a [ 2! cos (w (to(z,t) + Ay (z,t)) — ()
+ 2% sin(w (to(z,t) + Ay (,t)) — ) |

24’ =2 — Ay (z,t ’
+ 2a” =c ([lz]l/c— Ay)(z,1)

c’est-a-dire apres réduction, sous la forme

\/ﬁa[xl
|

p e cos (w (to(z,t) + Ag)(x,t)) — 6;))

2
x .
+ m sin (w (to(w,t) —|—A(j)(w,t)) — é(j)) ]
c a? ¢ Ag)(z,t)?
_ 77fA,(m7t),737
G R

Par ailleurs, puisque la longueur d’onde du rayonnement émis est trés supé-
rieure aux dimensions de la source, ou encore, puisque la vitesse de déplacement
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des charges électriques est tres inférieure a la vitesse de la lumiere, on dispose
des inégalités

wv2a<<c et wAg(zt) <<l

car l'intervalle de temps A(j)(x, ) est de 'ordre de grandeur du temps que met
la lumiere pour parcourir la distance a, autrement dit A;(x,?) est de 'ordre
de grandeur a/c. Par conséquent dans 1’égalité qui précede on ne retiendra, en
premieére approximation, que les termes d’ordre le plus bas en a/c. Dans ces
conditions

\/50, ml 332
- [ m COS (OJ to(m,t)—é(j))—Fm

Puisque les variations des positions angulaires des charges électriques durant
intervalle de temps A(;)(x,t) sont beaucoup plus petite que 7 il en résulte
qu’en premiere approximation les positions retardées des charges électriques
sont données par les vecteurs

A(j)(:ll,t) = sin (w to(m,t) — 5(]’))

) (to ) (@, 1)) = 7 (to(, 1)) + Ag (@, 1) 75)(to(, 1))

De méme pour les vitesses correspondantes

) (to () (@, 1)) = 7 ) (to(@, 1)) + Ag) (2, 1) 75 (to(, 1))

Au vu de ce qui précede il est apparent que les corrections A(j(x,t), des
temps retardés, jouent un role négligeable et pour la suite nous supposerons que

i) (to () (@) =7 (to(m, 1) et ) (to () (@, 1) = 7y (to(a, 1))

Enchainons par la détermination du potentiel scalaire retardé et du potentiel-
vecteur retardé de la distribution de charges électriques ponctuelles qui précede.
Il s’agit en fait d’appliquer les formules (7.59) et (7.60) en commengant par
exprimer les 4 vecteurs unités

x — 1) (to(x, 1))
|z — 7@ (to(z, )]~

puis en déterminant les facteurs

ng)(x,t) = j=1, .., 4

1 1
1 —ng(@,t) -7 (to(z, 1)) /c = 7 (to(x, 1))

L =1, .., 4

Dans cette approche il faudra se rappeler que ’on ne souhaite finalement que
déterminer les termes des potentiels puis des champs qui sont asymptotiquement
dominants et significatifs, c’est-a-dire qui finalement conduisent aux termes des
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expressions du champ électrique et du champ magnétique qui se comportent
asymptotiquement comme O(1/||z||). Dans ce but relevons d’abord que

el \/1 _p 2@ ) g (o, 1))

IICEII2 ]|

ol (1 - 2@ | oy

(el

lz =7 (to(, 1))l

puisque, lorsque |z < 1, on a v/1+2 = 1+ 2/2 — 22/8 + .... De ce dernier
développement découle directement le développement

1 _ 1 @ -7 ;) (to(, 1)) _
o eE ol e e ) o)

et par conséquent

z — () (to(®, 1))

n@t = Ty @)
oz x-r(to(x, 1)\ 7 (to(e,1)) L
= o1 ) ~ e+ Ollal™)
et donc

n(x,t) ~7'°(j)(t0(:c7t)) =

]|
car 7(;)(t) - ;) (t) = 0. Ensuite
1 . .’I)"f’(j)(to(.’ll,t))/c
Cn@ ) g o@n)e el
(2 fliol@D)/ey | o)
]|
Finalement, & des termes d’ordre O(||z||~2) pres,
1 1 i
1= mn(a,t) -7 (to(x, 1) /e[l — 7@ (to(, )| 2]
x -7 (to(w, 1)) /c TP )(to(ac t))/c\2 oIl
e e ) ot

Afin de mettre en application les formules (7.59) et (7.60) il convient de
commencer par établir les résultats préliminaires suivants.
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4 2 w2
@ Y@ @ #len)/e)’ =4Q =

X { [—a'sin (2w to(x,t)) + 2* cos (2w to(x,1)) |er

+[ 2®sin (2 w to(w,t)) + 2" cos (2 w to(x, ) | €2 }

@ Y Qu (z-#te(@.1)/c)? #5(to(w.t) = 0

Jj=1

En effet, pour la premiere égalité

ZQ 7 (to(x, 1))

= V2 QZQU) w [ —sin (w to(x,t) — §;)) e1 + cos (w to(e,t) — ;) e |
j=1

V2 CLZQ(j) w [ sind; ( cos (wto(w,t)) e1 +sin (w to(x,t)) e2)

+ cosd; (—sin (w to(x,t)) €1 + cos (w to(w,t)) e2 )] =0

puisque

4

4
ZQ(]) sin5j = ZQ(]) COs 5j =0
j=1 j=1

Pour la deuxieme égalité commencons par nous livrer a la constatation que
voici

4

4
ZQ x -7 t0$t)))2:2a2ZQ(j)w2
j=1

j=1

X [ sind; [ #'cos (w to(x,t)) +2”sin (w to(w, 1)) |
2
+ cosd; [ —a'sin(wto(z,t)) + 2% cos (w to(z,t)) | ]
Ensuite remarquons que
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ZQU) sind; cosdj=—+—-————=20Q

Jj=1

Par conséquent

Z%) (2 - 75 (to(x, 1)) /c)”

I
o
O

x [ 2" cos (w to(w,t)) +2” sin (w to(w,t)) |
x [ —a'sin (w to(w, t)) + 2” cos (w to(wm, t)) |
d’out le résultat annoncé plus haut le produit des parentheses [...] x [...] étant

effectué. Pour la troisieme égalité remarquons d’abord que

+ X 4+ X

X

+

X

ZQ (@ #i(to,1)) ) (#5(to(,1)) =2 a® &> 3 Qg

sind; ( cos (w to(x,t)) er + sin (w to(x,t)) ez )
cos §; (—sm(wtowt)el—i—cos(wto( ,t)) )
)33 + sin (w to(x, 1)) 2* )

cosd; (—sin (w to(x,t)) ' + cos (w to(x,t)) 2°)
4Q a® wQ[( cos (w to(w,t)) e; + sin (w t
(—sin (w to(z, 1)) =" + cos (w to(z, t)) =
(—sin (w to(,t)) €1 + cos (w to(w, 1)) ez

( cos (w to(z,t)) ' +sin (w to(z,t)) 2° )]

sind; ( cos (w to(x,t
[ sind; ( cos (

v O
—~
~+
SN—
W)
N
SN—

puisque seuls les termes avec en facteur Z?zl Qj) sind; cosd; = 2 Q apportent
une contribution non-nulle. L’expression finale découle ensuite des formules

et

2 sin (w to(e,t)) cos (w to(,t)) = sin (2 w to(x, 1))

(cos (w to(w,t)))2 — (sin (w to(m7t)))2 = cos (2 w to(x, 1))

apres développement des facteurs et groupement des termes. Pour la quatrieme
égalité il suffit de constater que

ZQ(]) sin d;) ZQ(]) cos d;) ZQ(]) =0
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et

4 4
ZQ(]») (sind;)? cosd; = ZQU) (cosd;)? sind; =0
j=1

Jj=1

A Taide des résultats qui viennent d’étre établis on peut exprimer le potentiel
scalaire retardé et le potentiel-vecteur retardé a des termes d’ordre O(||z||~?)
pres. En effet partant des formules (7.59) et (7.60) pour le potentiel scalaire il
vient

R 1
Qe (x,1) = 47T50 ZQ(j) m

x - r(j)(to(ac,t))/c x -7 (to(m, 1)) /c
e e e R
B 1 4a2Quw? 1
T dme c? |EALE
X [— ((2")? = (#*)?) sin (2w to(w, 1)) +2 2" 2* cos (2w to(x,1)) }

Pour le potentiel-vecteur il vient

To) (to(,1))
Arei(@,1) 47r50 02 Z [l]|
« [ 14 x - r(j)(to(amt))/c n (:B . r(j)(to(w,t))/c)2 ]
| edl
1 14a®Qu? 1
dmeg 2 ¢ ||

X { (— 2! sin2 (w to(w, 1)) +2° cos (2w to(w, 1)) ) el
+ (w2 sin (2 w to(x,t)) + 2" cos (2w to(a:,t))) es ]

Il convient pour terminer de passer en coordonnées sphériques. Dans ces
conditions

-1 4a%Q w? (sinh)?
4T g c2

(I)ret (Ta 9, ¢7 t) =

sin [2 (w to(r,t) — ¢)] ot to(r,t) =1t — E
puisque
22t 2?2 = 72 (sinf)? 2 sing cosd = r? (sinf)? sin(2¢)

(1’1)2 — (1’2)2 = 72 (sir19)2((cosgi>)2 — (sin¢)2) =2 (sin0)2 cos (2¢)

Pour le potentiel-vecteur
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1 1 4a®Q w? sind
T dweg 2 c r

X ( — sin (2w to(r,t) — @) ey + cos (2w to(r,t) — @) ez )

Aret (Tv 03 ¢a t)

et finalement

1 14a®Qw? sinf
ey 2 c T

X (— sin (2 (w to(r,t) — ¢)) (sin9 e.(r,0,¢) + cosf eg(r,e,(b))
+  cos (2 (w to(r,t) — gZ))) e¢(r,9,¢)>

Aret(ra 07 ¢7 t) =

puisque, les relations inverses des relations (C.37) s’écrivent

e; = cos¢ (sin@ e.(r,0,¢)+ cosf eg(r,Q,gb)) —sing ey(r, 6, ¢)
ez =sin¢ (sinf e, (r,0,¢) + cost eq(r,0,¢)) + cos ¢ ey(r,6, ¢)

Venons-en a la détermination des composantes asymptotiques du champ d’in-
duction et du champ électrique. Pour le champ d’induction, partant de la relation

Eray(m, t) = rot Ay, t)

a laide de la formule (C.40) et compte tenu du fait que

1 14 a? Q w? —(sinf)?

Avet +(r,0,0,t) = sin (2 (w to(r,t) — gb))

4mey 2 c r
1 14a®Qw? —sinf cosf .
ATGt G(T, 0,¢,t) = dmey 072 c r sin (2 (w tO(Tv t) - ¢))
1 14 a’® Q w? sind

Aver 4(r,0,0,t) = cos (2 (w to(r,t) — QS))

4dmey c? c r

il vient

. 1 1 8a® Qw3 —sinfd .
(B7'et)9(r707 (Z)a t) - 47750 672 C2 r S (2 (w tO(Tv t) - (Z)))

et

(Byet)g(r,0, 6, 1) = L 180" Qut sing cosf cos (2 (w to(r,t) — ¢))

4dmeg 2 c? r

Venons-en pour terminer a ’expression du champ électrique. On a

0Aray(,t)

o —grad P, (x,t)

Eret(x7 t) =
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Pour la dérivée partielle des composantes du potentiel-vecteur par rapport
au temps a des termes d’ordre O(r~2) pres il vient

I Aret)r(r, 0, ¢,1) 1 18a?Quw® (sind)?

_ o = pr— - " cos (2 (w to(r,t) — (;5))
O(Arer)o(r,0, b,t) 1 18a?Quw? sinfcosf

_ o = pr— - . cos (2 (w to(r, t) — ¢))
O(Aret)g(r,0,0,1t) 1 18a%Quw? sinf

_ o = e - ——sin (2 (w to(r,t) — )

Ensuite pour les composantes du gradient du potentiel scalaire & des termes
d’ordre O(r~2) preés on a

—1 842 Qu® (sinb)?
—grad @ret(r,0,¢,t)_ e Qw (Sln )

cos (2 (w to(r,t) — @) er(r,0, )

T dweg c3
Finalement
(ETEt)T(T7 9, (ba t) = 0
1 18a?Quw? siné cosd
Bredolr0t) = oG — o @k -9)

et

1 18a?Quw? sind
(Eret)¢(r7 97 d)a t) = ) Q

4dmeq 2 c r

sin (2 (w to(r,t) — ¢))

Déterminons encore ’expression asymptotique du vecteur de Poynting S(x,t) =
E,et(x,t) N Hpor(x,t). Puisque

Erci(r,0,0,t) = (Eret)o(r,0,0,t) €a(r,0,0) + (Eret)s (1,0, 9,t) ey(r,0,9)
et
ﬁret(T,9,¢,t) = .ﬁg(’f’,a,(ﬁ,t) éG(Ta07¢) —|—E[¢(T,9,¢,t) é¢(7’,0,¢)

le vecteur de Poynting asymptotique est radial. Autrement dit

S(z,t) = Eret(zx,t) A Ivfret(a:, t) = Sp(x,t) &.-(r,0,)

La composante radiale de ce dernier vecteur s’écrit

Sp(r,0,¢,t)
= (Eray)9(7" 87 ¢7 t) (Erﬂly)¢(rv 9, ¢a t) - (Eﬂly)¢7(7" 07 d)v t) (‘E[Tay)e(rv 97 ¢a t)

_ ( 1 )2 1o 64 a* Q2 W sin H?
- \4dr €0 ct r2

X [(0059)2 cos (2 (w to(r,t) — d)))z +sin (2w (¢t — ||z||/c) — 2 ¢)2]

Donc en moyenne au cours du temps
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S, (r.0,0) = (i)z fio 64 a* Q* w® (sin6)? (cosf)® +1
47T €0 C4 T2 9
= ( 1 )2 o 32a* Q? w8 11— (cosh)?
N 4 €0 04 7'2 2
L’intensité du rayonnement émis dans la direction § = 0 ou § = 7 est

nulle c’est-a-dire selon 'axe Ox3. En revanche l'intensité est maximale pour le
rayonnement émis dans la direction § = 7/2 c’est-a-dire dans le plan Ox'z2.
Finalement la puissance moyenne totale rayonnée prend la valeur.

o T 2m
T /r2 sin0d0/ d¢ S, (r,0, )

0 0
142 4a*Q?uwt [T mo1— !
(L) \/WG“?W/ sing do [ dp L0
47 €0 c 0 0 2

(i>2 @64a4Q2w68777_i @32@4622016
A €0 ¢t 5 51 \ e ¢

Elle est proportionnelle & la 6-éme puissance de la fréquence de rotation du
quadripole électrique.

Exercice 7.7

On considere une cavité cylindrique au sein d’un milieu métalliques supposé
parfaitement conducteur. Le rayon du cylindre vaut R et la longueur de ce der-
nier vaut a. La constante diélectrique et la perméabilité magnétique au sein de
la cavité sont celles du vide. On demande quels sont les modes du type T'M(0)
qui peuvent exister dans cette cavité et quel est le spectre des fréquences de ces
modes.

Qu’en est-t-il des modes du type TE(0)?

Indication :. Utiliser les expressions (6.146) des modes transverses magnétiques
cylindriques.

Solution :

Il convient d’adopter les coordonnées cylindriques (p, 6, z) dont I'axe Oz coin-
cide avec I'axe de symétrie cylindrique de la cavité. La cavité est limitée par des
extrémités circulaires en z = +a/2. En outre p < R. Au sujet des modes T'M(0)
il est utile de se référer aux expressions qui figurent sous (6.146).

Les composantes non-nulles du champ électrique et du champ magnétique
sont
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K dy(kp)

E - '

o (P, 0, 2) Tioee dp O (irz)
—k2 ,

E:pd,2) = —~ - y(kp) exp (irz)

Ny dy(k .

olp.0.2) = ) exp in)

k= Vw? pgeg— K2

Donc y(kp) = Jo(kp). La forme générale du mode T'M(0) qui peut exister
au sein de la cavité est donc donnée par les expressions de la forme

Ey(p,d,2) = ZAK —iZao dy(/zl(:)p) exp (ikz)
E.(p,9,2) = ZA” % y(k(k)p) exp (ikz)
ﬁé(l)a ¢,2) = ZAK dy(ljl(:)p) exp (ikz)

k(k) = Vw? poeo— K2

ou les symboles A, désignent des constantes dont les valeurs sont & déterminer
a partir des conditions aux limites. Ces conditions aux limites sont les suivantes.
Tout d’abord il faut que la composante tangentielle du champ électrique sur le
bord du cylindre s’annule.

E.(R,¢,2)=0 , Vze[-a/2, a/2] e ¢[00, 27|

et par conséquent

ZAN _—Izc(ui:)o y(k(k)R) exp(ikz) =0 |V z

Si ’on se limite & ne déterminer qu’un seul mode a la fois, ce qui n’est pas
limitatif, il faut que

y(k(k)R) = up Jo(k(k)R) =0 autrement dit k(k)R = 20,m

ou le symbole zg ,, désigne le mieme zéro de la fonctionde Bessel Jy(z). Dans
ces conditions, seules deux valeurs sont possibles pour x. Elles sont

w2 20.m\ 2
w=4/(2) - (F)
\/ c R
Restent les conditions aux limites au niveau des extrémités de la cavité cy-
lindrique. Elles s’écrivent
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Ey(p,¢,£a/2) =0 , Vp<R et ¢€[0, 2]

Autrement dit, il faut que

ZAKnexp (ika/2) = Agkexp (i £ ka/2) + A_.kexp (—i £ ka/2) =0

Ce systéme homogene d’équations linéaires en A_, et Ay, posséde une so-
lution non-triviale seulement si le déterminant caractéristique de ce dernier sys-
teme est nulle, donc si et seulement si

. . ) nm
sin (ka) =0 donc si et seulement si k=— , n =1, 2, ...
a

Compte tenu de ce résultat les pulsations propres de la cavité résonante sont
données par

oo ) (2)

La pulsation propre minimale de la cavité a donc pour valeur

Exercice 7.8

Dans le vide une antenne linéaire de longueur L, dont la position coincide avec
le segment [ —L/2, +L/2 ] de 'axe Oz3, est excitée de telle maniere que la
distribution du courant alternatif de pulsation w qui y circule présente une
intensité de la forme

_27r
L

Déterminer le champ électrique et le champ magnétique rayonnés a grande
distance par cette antenne sachant que la longueur d’onde A = 27 ¢/w du rayon-
nement émis est trés supérieure a la longueur L. Ensuite calculer le flux d’énergie
de cette antenne en fonction de la direction d’émission.

|~

L
I(z,t) =1y sin(k z) sin(w t), — §z§§ ou K

Solution :

Commengons par noter que ’équation de continuité de la charge électrique,
énoncée sous (2.59), peut étre particularisée & la situation qui nous concerne ici
sous la forme suivante dans laquelle le symbole o(z,t) désigne la densité linéaire
de charge électrique.
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dI(z,t)  do(z,t)
=0
dz * dt

La charge électrique totale de ’antenne est supposée nulle et sous cette
condition

1
o(y,t) = £l cos (k z) cos(wt)
w
Dans la situation qui nous concerne ici les expressions (7.4) et (7.5) du po-

tentiel scalaire et du potentiel-vecteur retardés prennent la forme particuliere
que voici

B(s,8) = 1 /L/2 5B Iy cos(k 2) cos (w (t— ||z — 2z es]|/c))
dreo Jor/2 w |z — z es]|
et
Az, t) = Ho /L/2 dz Iy es sin (k 2) sin (w (t — || — z es]|/c))
Am J oLy [z — 2 es

Or dans les expressions précédentes de ®(x, t) et A(x,t) on ne souhaite ne re-
tenir que les contributions asymptotiquement significatives donc qui décroissent
avec la distance & I'antenne comme O(||z||~1). Commencons donc par noter que

T-e z
e =2 e = o] - T2 24+ 0(=r5)

[ed| Bl
et
1 1 r-es =z 22
)
|z — 2 es]| |l ] [l |
Notons encore qu’en coordonnées sphériques x - e3/||z|| = cosf. En outre
sin (w (t — |l — z es]|/c)) ~ sin (w (t — ||x||/c + cos O z/c))
= sin(w (t — |lz|/c)) cos(w cosBz/c)+ cos (w (t — ||z||/c)) sin(w cosb z/c)
et

cos (w (t — ||l — z es|/c)) = cos (w (t — [|z]|/c + cos b z/c))
= cos(w (t—|z|/c)) cos(w cosbz/c) —sin (w (t — x| /c)) sin(w cosb z/c)

Compte tenu des développements qui précedent on constate sans difficulté
que les contributions asymptotiquement significatives du potentiel scalaire et du
potentiel-vecteur peuvent étre écrites sous la forme
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Ed| ’

B ~ —— D op) cos (w (1= /) _ oy sin(w(t—nasn/c))]

dTm g w 4l
ol
L2
Ct(x) = / dz cos (k z) cos(w cosf z/c) + O(]|z|| ™)
~L/2
L/2
P (z) = / dz cos (k 2) sin (w cosd z/c) + O(|z|| 1) ~ 0
—L/2
et
poloes [ a, sin(w(t—|=l/c) 4 . cos(w(t—|=l/c)
Alx,t) ~ —— | C{(=x + C5' (x
ol
L/2
Cix) = / dz sin(k z) cos(w cosf z/c) + O(]|z||~!) =~ 0
-L/2
L/2
Ci(x) = / dz sin (k z) sin(w cos® z/c) + O(||=| ")
-L/2

Finalement, toutes intégrations faites et ayant posé

_weosOL ok
U="or e T
il vient
1 Iy [Y/? t_
o(x,t) =~ f 2o dz cos(k z) cos(w cosf z/c) cos (w ( ”:BH/C))
e W g E]
_ Iy u sin (7 u) cos (w (t— ||a:||/c))
T 2rwey 14w |
et
I L/2 ‘.
Az, t) ~ HL0& / dz sin (k 2) sin(w cosf z/c) — (w (t =l /<))
dm o ]

Ho IO (5] £ sin (7'( U) COS (OJ (t - H:c||/c))
A7 T 1+u? edl
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Détails des intégration des expressions de C¥(x) et C3}(x)

L/2
Cr(x) =~ / dzcos (w cosf z/c) cos(k z)

~L/2
L
= 2/ dz [ cos ((k—w cosf/c) z) + cos ((k +w cosf/c) z) |
—-L/2
B 1[ sin ((k —w cosf/c) z)  sin((k+w cosb/c) z) } L/2
2 k—w cosf/c K+ w cosf/c ‘—L/Q
_ sin(w cosf L/2c¢) sin(w cosf L/2c)
N Kk—w cosf/c Kk+w cosf/c

2w cosf/c
= i L/2
T (w cos0)c)? sin (w cos® L/2c)

L2
Ci(x) =~ /L/2 dzsin (w cosf z/c) sin (k z)

- 1/L/2 dz| cos ((k —w cosf/c) z) — cos ((k+w cosf/c) z) }

2) 1)

_ 1{ sin ((k —w cosf/c) z)  sin((k +w cosf/c) 2) } ‘L/2
2 Kk—w cosf/c K+w cosf/c —L/2
sin (w cos@L/2¢) = sin(w cosHL/2c)

- k—w cosB/c K+ w cosf/c

2K

= i 6 L/2
T (@ cosf)0)? sin (w cos® L/2c)

Détermination de la forme asymptotique du champ électrique et du
champ d’induction

Commengons par remarquer que lorsque L << X alors |u| << 1 et en premiére
approximation

Io u? cos (w (t— [|z]|/c))

O(x,t) =
(@.1) 2w eo Il]|
~ o To w LP(cos0)? cos (w (t = |lz]|/c))
 4rm 2r |||
et
Alz,t) = Mo Ioes . y &0 (w (= llzll/c))
4 ]l
~po o w L2 cosf cos (w (t— |z /c) es
47 2w llz]| c
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Pour dégager les expressions des champs aymptotiques commencons par faire
les constatations suivantes

x
grad ||z]| = — =0(1
3 z A (es Ax)
grad ( cosf grad | —| = "———"—"" = O(|lz|~*
1 T
grad [ ] = 2= 0(l2| )
{ll-’vld (E41%
Par conséquent
po o ? L(cos0)® sin (w (t — |2]/c) @ .
grad ®(x,t) = — — 4+ O(||=
Ta T e I TR
0A(z,t)  po Iow? L? cosf sin(w (t— ||z /c)) L
o 4x 2re Bl es + Ol ™)
v 212 i t—
rot A(x.1) = 10 Iy w? L? cosf sin (w (t—|z||/c)) = Aes Loz

CAr e 2] 2]

Des résultats qui précedent découlent les expressions que voici pour le champ
électrique et le champ d’induction asymptotique

0A(x,t
E(x,t) = —% —grad ®(x,t)
po Iop w? L? cos@ sin (w (t — ||x||/c)) x
= = (63 —cosf — )
4 27 ¢ ]| (]l
o I w? L? cosf sin (w (t—[|z[|/c)) x A (e3Ax)
A 2 c led| ]|
et
B(x,t) = rot A(x,t)
1o 1o w2 L2 cos sin (w (t— ||a:||/c)) T A es
CoAn 2m ¢ ]| ]|
A grande distance le vecteur de Pointing du champ électromagnétique s’écrit
S(x,t) = E(x,t)AH(xz,t)

X

po  (Iop w? L? cosh)? (sin (w (t— Hm\|/c)))2
@nE @2 Tl
9 T \pEAes
(60 0088 o7 ) e
po  (Ip w? L? cosf)? ssin(w (t— || /c))\2 g2
GEmEe ) G g
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et finalement, le flux d’énergie rayonnée & grande distance et en moyenne dans
le temps est donné par ’expression

w 11 2wt 5
S(x,t) = — = — 20
@) = |2 5 7 T @)
po 1 I3 LA 5
= — — 2
W 21 a (sin (26)) B

Exercice 7.9%

Lorsque qu’une charge électrique est en mouvement accéléré, elle émet un rayon-
nement électromagnétique et ’émission de ce rayonnement qui, nous le savons
maintenant grace aux résultats établis a la sous-section 5.3.2, possede une quan-
tité de mouvement, produit une force de réaction sur la charge électrique res-
ponsable de cette émission. L’objectif de ’exercice est de déterminer cette force
de réaction lorsque la vitesse de la charge électrique est beaucoup plus petite
que celle de la lumiere dans le vide. Les raisons pour lesquelles nous nous limi-
tons a cette situation particuliere deviendront tout a fait claires au chapitre 8.
Autrement dit, lors des développements inhérents & cet exercice il est supposé
que

lg@l <c , Vi

La marche & suivre qui est suggérée est la suivante : A partir des résultats
(7.52) et (7.53) déterminer la force de réaction que subit la distribution gaus-
sienne de charge électrique de la forme (7.51) de la part du champ électroma-
gnétique qu’elle crée lorsque la vitesse instantanée de cette distribution
de charge électrique est nulle. Ensuite procéder au passage a la limite a — 0
pour lextension de la distribution de charge électrique.

Indications : La force de réaction due a la force de Laplace attachée au
champ magnétique du rayonnement produit peut étre d’amblée négligée car elle
apporte une contribution nulle a la limite a — 0. Par ailleurs, pour déterminer
la force de réaction due au rayonnement il convient d’adopter une démarche
dans laquelle c’est la transformée de Fourier par rapport a ’espace du potentiel
scalaire et du potentiel vecteur retardés qui intervient.

Commentaires

1. Le résultat auquel on est censé parvenir est le suivant : La force de réaction
du champ électromagnétique est donnée par une expression de la forme

Q2

Frvon(t) = =6 M, i (t) + ———
(t) self""()"'67r5063

7 (t) + O(a)

dans laquelle le coefficient § M, ¢, qui traduit une variation de la masse
d’inertie, prend la valeur suivante

2 Q* 8 Q?
Mgy =1/ = ——— =4/ — ————
1f \/; 67 o a c2 I 4rmeg a
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La premiere observation que ’on peut faire est que la production de rayon-
nement s’accompagne d’une modification de la masse d’inertie du porteur
de charge électrique. Mais, le résultat qui précede appelle plusieurs autres
commentaires.

2. Hormis l'effet qui vient d’étre mentionné, le rayonnement de la charge élec-
trique produit une autre force de réaction dont la composante dominante
est proportionnelle a la dérivée par rapport au temps de ’accélération
subie par le porteur de cette charge. Cette derniére force de réaction, dési-
gnée parfois du terme de force de freinage radiatif, présente la forme
suivante

froi Q?

Femeee(t) = —pg T (t) + O(a) avec n9=——

6megcs

Dans cette expression de la force de freinage radiatif, il apparait, outre

le premier terme, des termes supplémentaires dont la contribution tend a

s’annuler lorsque l'extension a de la distribution de charge tend vers 0,

autrement dit il apparait des termes qui s’annulent lorsque la distribu-

tion de charge électrique devient ponctuelle. En fait, ces termes résiduels
supplémentaires, traduisent un effet dynamique du rayonnement électro-
magnétique produit par la charge sur elle méme. L’influence de ces termes
résiduels se traduit au niveau de I’évolution par des effets retardés qui
s’étendent sur un intervalle de temps de l'ordre de grandeur du temps
que met la lumiere pour traverser la distribution de charge, c’est-a-dire de
lordre de grandeur a/c.

3. Deés lors qu’on décide de négliger I'influence de ces termes résiduels et
dans la mesure ou, bien entendu, on admet la validité de la dynamique
de Newton, I’équation qui gouverne 1’évolution d’un objet de masse M
qui porte une charge électrique et qui est soumis a l'influence d’une force
extérieure F..;(t) peut s'écrire

_ Fext(t)
MO + 6Mself

si 'on convient de poser

P(t) — 10 T (1)

Q? 1
6megc (Mo + OMser5)c?

no = (Mo + dMery) 7o donc 19 =

L’équation qui précede est connue sous le nom d’équation d’Abraham-
Lorentzﬂ Cette équation repose sur ’hypothese de la validité de la dy-
namique newtonnienne. En fait il s’agit 1a d’une hypotheése dont la validité
se limite, comme nous le verrons au chapitre 8, aux situations dans les-
quelles le porteur de la charge électrique est animé d’une vitesse beaucoup
plus petite que celle de la lumiere dans le vide. Un autre point est a sou-
ligner. L’équation précédente devient exacte a la limite a — +0 lorsque la
vitesse instantanée 7(t) est nulle, mais cela & un détail pres, la masse de

1. M. Abraham, Annalen der Physik 10,105 (1903)
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cet objet ponctuel subit une correction de masse § M, r qui devient infinie.

. La procédure qui permet, par un argument essentiellement physique, d’écar-
ter ce comportement divergent de la masse, porte le nom de procédure
de renormalisation de masse. En un mot et d'une maniere tres sché-
matique, on convient d’assimiler la grandeur Mo + 0M,ei5 & la masse ex-
périmentale (ou effective) Me,, de la particule, attribuant alors & la gran-
deur My le role de masse de la particule "nue”, c’est-a-dire "dépouillée” du
champ électrique qui lui est attaché et donc inobservable.

. Voici encore un autre aspect qui découle des résultats qui viennent d’étre
obtenus. Si 'on se place selon I'idée qui veut que la masse d’une particule
chargée est purement d’origine électromagnétique, c’est-a-dire selon ’idée
qui présuppose que My = 0 et par conséquent que dMgerf = Meyp, alors
la relation précédente au sujet de la correction de masse permet d’associer
un “rayon électromagnétique classique” & une particule de masse Mcp, a

l’aide de la relation
_ /8 1
= O dmeg Megpc?

En fait 'usage adopté veut que le rayon classique rg d’une particule char-
gée, de charge électrique () et de masse M., soit exprimé par la relation

_ @ 1

ro =
drey Megpc?

Dans le cas de I'électron Me,,c? = 0.511 [MeV]et Q = —1.6x 10719 [A.s].
Le rayon classique correspondant prend la valeur ro & 2.8 x 1071° [m]. En
outre, le temps 7y vaut 79 = 6.0 x 10724 [s]. Pour 'électron les effets de
retard se situent donc bien au-dela de 1’échelle de temps des phénomenes
électromagnétiques relevant de 1’électrodynamique classique. Les effets de
retard se situent a une échelle de temps qui correspond & des périodes
associées a des longueurs d’onde de l'ordre de ¢ 79 = 1.8 x 107*°[m] =
1.8 [F].

Solution :

Détermination des transformées de Fourier spatiales du potentiel-
vecteur et du potentiel scalaire du champ électromagnétique produit
par la distribution de charge électrique en mouvement accéléré.

Nous allons ici poser le probleme dans les mémes termes que ceux qui furent
utilisés au début de la sous-section 7.3.2 et 7.3.3 mais aborder d’une maniere
tres différente. Nous considérons une distribution de charge électrique, rigide, a
symétrie sphérique, de forme gaussienne d’extension a > 0, centrée en un point
r(t) et qui varie au cours du temps. A cette distribution de charge électrique
en mouvement est donc associé un courant électrique. Comme en 7.51, pour
I’expression de la densité de charge électrique nous écrivons
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q(z,t) = Q (%)%xp ( - W)

et pour la densité de courant correspondante nous disposons de I’expression

) = Q (=) #t) enp (- £

N/ T a

Cependant, pour le probleme qui nous concerne ici, nous allons nous livrer
a une approche qui differe quelque peu de celle que nous avons adoptée lors des
développements présentés a la sous-section 7.3.2 et a la sous-section 7.3.3.

Il est en effet particulierement commode de transcrire en termes de transfor-
mées de Fourier le probleme qui se pose. A ce sujet il est important de se
remémorer les conventions d’écriture, généralement adoptées en phy-
sique pour les transformées de Fourier. Celles-ci sont rappelées au début
de la sous-section 6.3.1.

Commengons par exprimer la densité de charge électrique et la densité de
courant électrique données ci-dessus, & partir des transformées de Fourier par
rapport a l'espace de ces dernieres grandeurs. En d’autres termes nous exprimons
la densité de charge et la densité courant sous la forme que voici

q(z,t) = ﬁ /11%3 d®k q(k,t) exp (ik - )

et

. . 3 . .
Jj(z,t) = @) /]R3 d’k j(k,t) exp (ik - x)
Les grandeurs q(k, t) et j(k, t) qui figurent dans les intégrants des expressions

ci-dessus désignent les transformées de Fourier

a’k?

qk,t) =Q exp(— 1 )exp(—ik'r(t))

et

21,2

4

3(k,t) = qlhe,t) #(8) = Q exp (= 1) exp (= k-7 (1)) #(1)

de la densité de charge et de la densité de courant respectivement. Pour le vérifier
aisément il suffit de commencer par remarquer que

o (<) = (555) [, (=55 s

La loi de conservation de la charge électrique 2.59] implique que les transfor-
mées de Fourier de la densité de charge et de la densité de courant satisfont a
la condition

262



Jq(k,t)
ot

Venons-en a la détermination du champ électromagnétique produit par la
distribution de charge et de courant qui précede. Il convient, ici aussi, d’expri-
mer le potentiel-vecteur A,..;(x,t) et le potentiel scalaire ®,..;(x,t) qui décrivent
ce champ, & partir des transformées de Fourier de ces dernieres grandeurs. Au-
trement dit, pour le potentiel-vecteur, nous écrivons

ik - j(k,t) + =0

Aret (iL’, t)

@ /N Pk A,ei(k,t) exp (ik - x)

ou ATet(kat)* = Aret(_kat)

et pour le potentiel scalaire nous écrivons

1 .
Dpet(,t) = ) Ju d®k ®,04(k,t) exp (ik - x)

ou (I)ret(k,t)* = q),,«et(*k,t)

Convenons maintenant de nous placer en jauge de Lorenz. Il résulte de ma-
niere immédiate de la condition de jauge 5.44 et des équations de champ 5.46
puis 5.45 que les transformées de Fourier A, .(k,t) et ®,..¢(k,t) satisfont a la
condition

1 0Ppe(k,t)

k * AT& k,t -y = 0
! (k1) + c? ot
ainsi qu’aux équations
1 02A,q(k,t .
_k2 Aret(kvt) - 8715() = —Ho ](kat)

2 92

et

1 8®pe(k,t)  qlk,t)
- _

7’62 (I)re kat - =
t( ) ot? €0

Il est aisé de vérifier que les expressions qui vont suivre sont des solutions
retardées des équations précédentes qui, de plus, satisfont aux conditions de
réalité et a la condition de jauge de Lorenz. Pour le potentiel-vecteur

LI AV Ll GG Gl
A"I‘Et(k7t) - o /_OQ dt ](kﬂf) (k;)
Q a’k? ¢ . /
= cow(k) exp(— 1 )/_Oodt 7( exp(—zk: r(t ) sin (w(k)(t—t))

Dans cette expression w(k) = ¢ ||k||. Pour le potentiel scalaire
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q)ret(k,t) _ gz /t dat’ q(k,t’) sin (Wilj()k(:i _ t/))

2 aZk?
- si,?k) exp (— f )/_Oo dt’ exp (—ik-7(t')) sin (w(k)(t—1t'))

La vérification des expressions qui précedent n’est pas difficile. En effet on
constate sans difficulté que la dérivée premiere par rapport au temps de 'ex-
pression du potentiel-vecteur A,..;(k,t) s’écrit

9 B 1 t 0 sin ( (k)(t — t,))
aAret(k’v t) = g e dt’ (k t ) 6t w(k:)
_ 1 3 dt' j(k,t') cos (w(k)(t — t/))

€0

et, par conséquent, la dérivée seconde par rapport au temps a pour expression
celle qui suit, ce qui prouve notre affirmation.

0? ot O sin(w(k)(E—t) 1
78t2A7-et(k;t) = 5 . dt J(k,t) 78t2 w(k) +5J(k,t)
_ 7(.0(’{3)2 ‘ ! / sin (W(k)( - )) i .
= T [mdt J(k,t") o) + j(k,t)

Que l'expression de A,..¢(k,t) qui précede fournisse la solution retardée est
une constatation immédiate puisque a l'instant ¢, ’expression du potentiel-
vecteur ne dépend que des valeurs du courant pour des temps t’ < . L’argument
qui établit le résultat pour le potentiel scalaire ®,..:(k,t) est parfaitement iden-
tique.

Détermination de ’expression générale de la force de réaction asso-
ciée a I’émission de rayonnement

Abordons maintenant le probleme de la force de réaction F"*Y°"(t) du champ
électromagnétique rayonné créé par la charge électrique lorsque la vitesse ins-
tantanée de celle-ci est nulle. Cette force, a 'instant ¢, est la force de Lorentz
due au champ électromagnétique rayonné. Mais le champ d’induction rayonné
ne peut pas contribuer a cette force puisque la vitesse est nulle et donc la densité
de courant instantanée aussi. Donc seul contribue le champ électrique. Dans ces
conditions

Frovern(t) = dV(:c) q(x,t) Epet(z,t)

= mE / / d*x exp (zk . :c)Eret(w,t)
R3 RS

= E,. _k7t
/ (k)
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dans laquelle le symbole E,..;(—k, t) désigne la transformée de Fourier du champ
électrique a l'instant t. Or 'expression de la transformée de Fourier du champ
électrique s’écrit

0
8tAret(kv t)

= ——/ dt’ q(k,t") [Z)C(:) sin (w(k)(t —t')) —i—%t/) cos (w(k)(t—t'))}
_ Qe exp(— 24k2)/oodt’ exp (— ik - r(t'))

€0

Eret k t) —ik (I)’ret(k t)

[ Zu?k:lj sin (w(k)(t —t')) + @ cos (w(k)(t =) }

Par conséquent, il résulte des considérations précédentes que la force de
réaction F"*Y°"(t) du champ électromagnétique produite par la charge électrique
animée d’une vitesse instantanée nulle est de la forme suivante

C

2r)° 20 Jus

[ S s e —) = T con et 1) |

t
Frayon(t) Bk q(k,t)/ dt’ q(—k,t/)

Compte tenu de la forme explicite de la transformée de Fourier de la densité
de charge électrique ¢(k,t), on parvient & l'expression finale que voici

26 ag 2 t
F) = iy [ P o (= 550) [ e (k- () - r()
ick ) ,
[ o) sin (w(k)(t —t')) — — cos (w(k)(t—1") }

Réduction de ’expression de la force de freinage.

La forme de cette expression n’est pas la mieux appropriée pour la suite de la
discussion. Pour la transcrire sous une forme plus adaptée commengons par y
exprimer les facteurs sin (w(k)(t —t')) et cos (w(k)(t —t')) en termes d’expo-
nentielles exp (iw(k)(t —t')) et exp ( — iw(k)(t — ¢)). Ensuite, ayant groupé les
facteurs exponentiels, procédons au changement de variable d’intégration de k
en —k pour le terme de I'intégrant qui contient le facteur

exp [ — (k (@) + () —wk)(t — t’)) ]

L’intégrant qui figure dans l'expression qui précede de F"*¥°"(t) prend la
forme finale qui suit
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rayon _ QQC a2k2 t )
3 0= m R3 d’k €xXp ( D) ) /700 at

k) , ,
<w(k) i ) cos [k:. (r(t)—r(t )) —w(k)(t—t)]

Avant de procéder a lintégration de I'expression précédente intervertissons
I’ordre des intégrations relatives aux variables k et t'. Pour effectuer I'intégration
relativement a la variable k il est commode de faire usage des coordonnées
sphériques (k, 0, ¢) définies comme suit. La variable k est la norme du vecteur
k, I'angle 0 est 'angle des vecteurs k et r(t) — r(t') et enfin angle ¢ est 'angle
azimutal associé & la direction fixée par le vecteur 7(t)—r(t’). Effectuons d’abord
I'intégration par rapport a la variable k. Il convient d’introduire le vecteur de
norme unité u(d, ¢) = k/||k|| = ¢ k/w(k). L'expression précédente s’écrit des
lors

Q2C /t // /+oo ) a2k;2

Frayon — 0 _
(t) Gy ) [ d 0.0) | K dh exp( : )
(!

X (u(9,¢)— C)) cos [k (w(0,) - (r(t) — r(t) —c (t — t'))]

Or, comme il est aisé de le vérifier,

400 272 1 +oo 272
/0 dk exp (faT) cos(k z) = 5/ dk exp ( - %) exp (ik z)

—o00
2

 ben(- ) [ (R (2

— 00

et par voie de conséquence

400 272 2 +o0 272
/0 k? dk exp(faT) cos (k Z)(‘sz/O dk exp(faT) cos (k z)

T 1 92 ( z2> T 1 (1 z2) ( 22)
= /- - =—expl—=—])=4/- = (1-=)exp| — =—
2 a 9.2 P 2a? 2 a a? P 2a?
Donc, apres intégration de I’expression ci-dessus relativement a la variable k,

cette expression prend la forme suivante dans laquelle , pour alléger 1’écriture,
il a été convenu de poser

z=u(0,¢) (rit)—rt) —c(t—1t)

Q%c T 1 /t ,

Froven(t) = - = dt
®) (2m)3eg V 2 a® J_

f(t/) 2 2

X /52d9(9,¢> (ul0.9) - p )(1—%) eXp(‘zz?)
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Pour effectuer les intégrations relatives aux angles 6 et ¢, il convient de
développer le facteur,

22 P
(1-%) e (- 52)
qui figure dans l'intégrant, en série de puissance par rapport a la variable
u(f,¢) - (r(t) - r(t))
c(t—1t)

Dans ce but, on commence par considérer le développement de Taylor de la
fonction (1 — u?) exp (—u?/2) autour de la valeur —c(t — t')/a, ce qui permet
d’écrire le développement que voici

(1-3) = (- 5a)
X1 rud,9) - (r@t) =) v
- Z l [ ( a )} dun (

1 —u?)exp (—u?/2
) p( / ) u=—c(t—t")/a

Ensuite, il est aisé de transcrire ce dernier développement sous la forme
souhaitée qui suit

2 2

(1- %) exp(fi) _ JFZOO {U(Qvﬂs) - (r(t) —T(t/))}” h"<C(tT_t/))

2a? c(t—t)

n=0

ot le symbole h,,(u), avec n entier positif ou nul, désigne la fonction suivante

1) g dn 2
(=D u ”)7n=0,1,2,....

hp(u) = ——— 1—u?) e (— -
n(1) n! du”( ) P 2

Il sera utile pour la suite de disposer des expressions explicites des deux
premieres de ces fonctions. Les voici

(r(t) = () 1"
/S 4o, ¢)[ (tr ) }
l(r(t) - >||} / 420, 6) (cos (0))"
Sa

[ c(t—t’
{ dn H(r(t) r(t)l\} lorsque n = 0, 2, 4,....

c(t—t’)

O:

lorsque n = 1, 3, 5,....

et
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u(f —r(t n
{ r(t) t))}

dQ (0, ¢) u
S5 ( =)
t n
= [ ”(T( —rlt H / dQ (6, ¢) u(6, ¢) (cos (9))
Coct—t) Ss
0 lorsque n = 0, 2, 4,....
= ’ n—1 ’
% [”("izif,()””] ’"((f();’gff) lorsque n = 1, 3, 5,....

L’introduction des résultats qui viennent d’étre établis dans ’expression de
F"°"(t) de la force de réaction conduit a l’expression suivante pour cette force

Frovon () — (% \@ = / at

r(t)—r{t) ~= A7 [ |r@) —r@)| nt, et —t)
B " (1)

c(t —t) nis Mt 2 c(t —t') a
M) R T r(t) —r(t)] 17 c(t —t
0§ e )

qui, moyennant quelques manipulations formelles, se présente sous la forme qui
suit, plus appropriée a la suite de la discussion

rayon w1 ||T ) (t/)HQj
F (t) 27‘( 350 \/> / dt 82] t/)2j

% T(j()t_:’()) 2j +3 i (- (t;t )- ﬁ(ct) 231+1 h '(C(ta_t))}

Si ’on tient maintenant compte de ’hypothése faite au sujet de la vitesse de
déplacement de la charge rapportée a celle de la lumiere, alors

() — ()]l

1
-] S

et I'importance de la contribution des termes qui figurent dans l'intégrant de
Pexpression qui précede décroit lorsque l’exposant 2j croit. Limitons donc la
somme qui figure dans cette expression au premier terme qui y figure, donc au
terme d’indice j = 0. Dans ces conditions

_ Qe 1
(27m)3/2¢¢ a?

X /t dat’ [W % h1<c(ta—t’)) B f(ct’) ho(c(ta—t')) }

Frayon (t) —

—00
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Pour terminer introduisons les développements de Taylor suivants dans 1’ex-
pression qui précede de maniére a obtenir un résultat final dans lequel ne figure
que les caractéristiques du mouvement de la charge a I'instant ¢. Compte tenu
du fait que 7°(t) = 0 pour le premier terme qui figure dans 'intégrant on a

7"<t1:;“) — (t;t) Ly 20 _3!” +o
N~ qyeer dUr(t) (E =)
B 7;2(_1) dtm n!
et pour le second terme
Pt = #(t) (' —t)+ () (t/%)Q b
o n—1 dn’l‘(t) (t — t/)n_l
- ;(_1) datn - (n— 1)

Apres introduction des développements ci-dessus dans l'intégrant de 'ex-
pression plus haut on obtient, aprés réduction, une expression de la force de
réaction a l'instant ¢ sous la forme d’une série dont chaque terme est associé a
une dérivée d’ordre n de la position r(¢) par rapport au temps. Plus précisément

rayon 2 1 = n—ldn’r(t)
F = Gy @ 20V T

< G [ () ()]

— 00

ce qui peut étre finalement écrit sous la forme suivante

: 2 1 &K dhr(t) a”
rayon - v - _
F )= (27)3/2¢q a® 7;2 datn o I

oll on a posé

—1)n1 /t cdt! "t —t)n ! [ihl(c(t—t’))_ho(c(t—t’))}

(n—1!J_ a an—t

( 1
- ((;1_)711—);/0-%00 du w1 [i hi(u) —hO(U)}

puis procédé au changement de variable d’intégration de t' en u = ¢(t — t')/a.
Dans la suite, seuls seront utiles les coefficients g1, g2 et g3. Les autres coefficients
sont associés a des termes qui s’annulent & la limite a — +0. Les valeurs des
coefficients utiles sont
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+oo 1 )
_ 1 2 4\ (1,2 _ __*
go = /0 duu[6(3u u) (1 u)]exp( 5)="3

932/(:00 du u® {é (3u27u4)—(17u2)} exp(—u?z>:T

Par conséquent la valeur de la force de réaction est donnée par la formule
que voici

rayon Q2 1 . 0,2 CL3
Frevon(t) = (27)37%, aﬁg[r(t) o) go + 7 (1) = g3+0(a4)}

ou, plus précisément, par la formule finale

oy 270

= (Sfi;[_\/zg(gjL.c(?JrO(a)jL....}

Les commentaires que nécessite ce résultat ont été formulés a la suite de
I’énoncé de 'exercice.

Exercice 7.10

On considere un milieu homogene et isotrope de constante diélectrique € dont la
perméabilité magnétique est celle du vide pp. La vitesse de phase u = /1/epug
des ondes électromagnétique dans ce milieu est inférieure a la vitesse ¢ de la
lumiere dans le vide. On demande de déterminer le champ électromagnétique
produit dans ce milieu par une charge électrique ponctuelle animée d’une vitesse
v constante et telle que u < ||v]| < ¢. En fait, dans de telles circonstances le
mouvement uniforme de la charge électrique produit un rayonnement. Ce rayon-
nement est appelé rayonnement Cherenkov.ﬂ

Indications : Pour traiter cet exercice il convient d’adopter une démarche qui
est 'analogue de celle qui est adoptée au long de la sous-section 7.3.1. Il s’agit
en particulier, partant de 1’expression (7.37), de reprendre la discussion des so-
lutions auxquelles conduisent les formules (7.38) et (7.39).

Les résultats établis a la sous-section 7.3.1 peuvent étre étendus sans diffi-
culté au cas d’un milieu linéaire isotrope et homogene de susceptibilité électrique
€ et de perméabilité magnétique p. Il suffit de remplacer €y par €, g par u et
c par u = (\/eﬁ)f1 dans la définition (7.43) et dans les expressions (7.46) et
(7.47) pour obtenir les potentiels retardés correspondant a cette nouvelle situa-
tion et de méme dans les expressions (7.50) pour obtenir le champ électrique et

2. En fait, 'orthographe d’origine est Cerenkov en serbo-croate. Voir McGraw Hill. Dic-
tionary of Science and Technology Terms. Mais, il était en fait russe et selon plusieurs auteurs
on peut utiliser "orthographe adoptée ici
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le champ d’induction associés. Or, dans les milieux linéaires, la vitesse de phase
u de la lumiere, est toujours inférieure a la vitesse de la lumieére dans le vide. Par
conséquent un porteur de charge électrique peut s’y déplacer avec une vitesse
|lv|| plus grande que cette derniére vitesse de phase u < ¢ des ondes électroma-
gnétiques dans le milieu matériel considéré. Dans ces conditions on vérifie que
la charge émet un rayonnement méme lorsque le mouvement qui I’anime peut
étre assimilé & un mouvement de translation uniforme.

La détermination du champ électromagnétique d’une charge électrique ponc-
tuelle se mouvant avec une vitesse pratiquement constante v dans un milieu €, p
avec u < ||v|| < ¢ est un probléme qui, du point de vue mathématique, est par-
faitement similaire au probleme "académique” qui consiste, dans le cas du vide,
a déterminer le champ prédit par les équations de Maxwell pour une charge
électrique animée d’un mouvement de translation uniforme de vitesse v telle
que ||v]| > c. 1l sera donc commode (pour éviter la transcription des formules
et des définitions déja introduites) de commencer par considérer le probleme
académique”.

Commentaires :

Un courant électrique est généralement du au déplacement de particules char-
gées. Il s’agit d’un courant convectif et un tel courant ne peut pas produire
de rayonnement Cherenkov dans le vide puisque la vitesse de déplacement des
particules qui le constituent est toujours inférieure a la vitesse de la lumiére
dans le vide. En revanche un courant qui n’est pas convectif peut produire un
effet Cherenkov dans le vide. Ce serait typiquement le cas d’un courant "fictif”
di a un effet de polarisation. Une premiere image d’un tel phénomene serait de
créer une zone de polarisation électrique simulant un déplacement a une vitesse
supérieure a celle de la lumiere dans le vide. C’est ce que 1'on pourait produire
par balayage d’une surface plane par un faiceau incident de particules ou encore
de lumiere sur une surface. En fait on peut obtenir un tel effet en produisant un
effet Cherenkov dans un milieu matériel par exemple semi-infini limité par un
plan. L’angle de la trajectoire des particule avec ce plan est tel que les points
d’intersection du cone Cherenkov avec la surface du milieu matériel se déplace
plus vite que la lumiere dans le vide et y créant un effet de polarisation. Cet effet
de polarisation (donc assimilable & Peffet d’une distribution de charge élecrique
fictive) génere alors un effet Cherenkov dans le milieu semi-infini que constitue
le vide.

Un autre commentaire important est le suivant. Jusqu’ici nous ne nous
sommes pas penché sur la maniere dont la formulation de 1’électrodynamique
était retranscrite lors d’un changement de référentiel. En fait il s’agit 1la d’un
probléme qui a préoccupé de nombreux physiciens (et mathématiciens) a 1'ul-
time fin du 19 ieme siecle et au tout début du 20 ieme siécle et qui fut évoqué
sous le nom d’électrodynamique des corps en mouvement. Parmi les scienti-
fiques qui y ont largement contribué il y a lieu de citer H.A. Lorentz et H.
Poincaré qui ont joué un réle déterminant dans les développements qui ont per-
mis d’apporter une solution a ce probleme qui a conduit dans sa phase ultime
a la formulation de la théorie de la Relativité restreinte par A. Einstein. Dans
cet exposé ayant choisi un développement qui suit I’évolution historique nous ne
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disposerons de la théorie de la Relativité restreinte qu’au chapitre 8 et pour 'ins-
tant nous sommes contraints a des développements ne faisant pas intervenir de
changement de référentiel. Cela a pour conséquence d’alourdir considérablement
certains développements, notamment ceux qui sont présentés aux sous-sections
7.3.2 et surtout 7.3.3 et 7.3.4.

Solution :

Revenons au probleme que nous souhaitons aborder. Il s’agit de nouveau de
déterminer le potentiel retardé ®,.¢(x,t) dont l'expression figure sous (7.38)
et le potentiel-vecteur retardé A,..(x,t) dont lexpression figure sous (7.39),
mais cette fois lorsque la vitesse de déplacement de la charge électrique ||v|| est
supérieure a la vitesse de la lumiere dans le vide. La démarche du calcul est
quasiment le méme que lorsque ||v]| < ¢. Le fait nouveau est que maintenant
l’équation (7.41) ne possede de solutions réelles t — to(x,t) que si

02 0% — (v - p)2 v
p° > M autrement dit si || p| > L] o |
c c
Cette derniere condition peut finalement étre exprimée sous la forme que
voici

c .
oLl < —— = sinlcherenkov

el = [l

dans laquelle le symbole Ocherenkor = arcsin(c/||v]|) désigne un angle appelé
angle de Cherenkov. Si la condition énoncée ci-dessus est satisfaite, I’équa-
tion (7.41) posseéde une ou deux solutions réelles de méme signe. En vertu des
formules de Viete ces solutions sont positives si et seulement si

v-p<0
Ces solutions s’écrivent

1 p-v/ct R(p,v)

t—to(x,t) = 20
0( ) c 1— ’U2/C2 =
ou
) 2 9 \/ﬂQ(Sin eCherenkov)Q - pﬁ_
Rp,v) =\[p*— 5 P1 = i
c Sin acherenkov

Les deux racines précédentes de 1’équation (7.41) sont donc réelles positives
et distinctes si

”pJ_H < ||pH SineCher&nkov et p-v< 0,

Elles sont réelles positives et confondues si

HpJ_H = ||p|| sin Ocherenkov €t p-v<0

En particulier celles-ci sont confondues et nulles si ||p|| = 0.
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L’ensemble des vecteurs p pour lesquels les conditions ci-dessus sont vérifiées
correspond a une région de l’espace délimité par un cone d’angle au sommet
OCherenkoy €t dont le sommet est bien évidemment la position de la charge
électrique. Ce cone est appelé cone retardé de Cherenkov. La figure en
donne une image.

N
Deq p

Trajectoire de la
charge électrique

vt _= en mouvement de

v translation uniforme
de vitesse v
L7 Angle de
4 Cherenkov

FIGURE 7.1 — Cone retardé de Cherenkov associé & une charge électrique
ponctuelle animée d’une vitesse constante v supérieure a la vitesse de la lumiére
dans le vide

Lorsque le vecteur p = & — v t est extérieur au cone retardé de Cheren-
kov, c’est-a-dire lorsque I'angle des vecteurs —v et p est supérieur a l'angle de
Cherenkov Ocherenkov, 1l n'existe pas de vecteur xo(x,t) = v to(x,t) qui vérifie
I'équation (7.40). La figure fournit une vision géométrique de la résolution
de l’équation (7.40) lorsque la vitesse de déplacement de la charge électrique est
supérieure a la vitesse de la lumiere dans le vide.

Cones de Cherenkov

2 solutions retardées
Trajectoire...

FIGURE 7.2 — Visualisation géométrique des deux solutions retardées
zo(x,t) = v tgt(m,t) de I’équation (7.40) lorsque la vitesse de déplacement
de la charge électrique v est supérieure a la vitesse de la lumiére dans le vide.

L’interprétation de la situation est claire ; les points pour lesquels le vecteur
p est a lextérieur du cone retardé de Cherenkov ne sont pas atteints (& I'instant
t) par le champ électromagnétique produit par la charge. A l'extérieur du cone
retardé de Cherenkov le champ électromagnétique est donc nul (de méme que
les potentiels retardés). La figure illustre cette derniere remarque.

Lorsque le vecteur p est a l'intérieur du cone retardé Cherenkov, c’est-a-
dire lorsque 'angle des vecteurs —v et p est inférieur a 'angle de Cherenkov
OCherenkov, 00 peut reproduire pour chacune des solutions xq(x,t) la méme dé-
marche de calcul que celle qui suit 'équation (7.41). On est ainsi conduit au ré-
sultat final que constituent les expressions du potentiel scalaire retardé ®,...(x, t)
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Front d’onde
animé d’une vitesse ¢

Trajectoire...

Région sans champ
électromagnétique
produit par la charge
a I'instant t

FIGURE 7.3 — L’intérieur du c6ne de Cherenkov et le cone lui-méme constitue
la région dans laquelle se manifeste le champ électromagnétique attaché a la
charge électrique.

et du potentiel-vecteur retardé A,.:(x,t). On obtient ainsi, pour chacune des
solutions @ (x,t) de '’équation (7.40), une méme contribution de la forme (7.42)
et (7.43) dans la mesure oll nous sommes assurés que v! = n(x,t) - v # ¢, ce
qui est bien le cas lorsque le vecteur p appartient a l'intérieur du cone retardé
de Cherenkov. Lorsque

HpL” < ||p|| sin Ocherenkov €t p-v<0

on parvient finalement aux expressions que voici pour le potentiel scalaire et
pour le potentiel-vecteur.

20 1
¢T€ 7t = YRS
(1) 4w g9 R(p,v)
Aret(ma t) = 2 1 °

" 4meg 2 R(p,v)
La détermination du champ électrique et du champ d’induction qui découle

de ces résultats peut étre menée en complete analogie avec le cas ||v]| < ¢. 11
vient

2Q (1 v? p

9] v
= - = t B(x,t)= — AE(x,t
T et Blz.1) (1)

E(x,t) =2

c? ) R(p,v)3

Rappelons que l'expression de la grandeur R(p,v) est donnée sous (7.43).

Ces résultats nécessitent quelques commentaires. On commencera par re-
marquer que le champ électrique est radial par rapport a la charge électrique
mais de signe opposé a celui de la charge, ceci a U'intérieur du cone retardé de
Cherenkov bien entendu. En fait, sur le plan formel, ce champ électrique radial
affiche la dépendance suivante, décrite par les figures en fonction de I'angle
0 que forment les vecteurs p et —v

Vu le comportement singulier du champ électrique a l'intérieur du cone de
Cherenkov retardé au voisinage de ce dernier, la contribution au flux du champ
de déplacement électrique D au travers de la sphere centrée sur la charge et mu-
nie de l'orientation convenue, est infini et de signe opposé a celui de la charge.
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Position de la
charge Q=0

Direction du
echerenkov mouvement
de la charge
a)
AIE(.0)||/I|E(p,0)]]
20 ;
L |
[
|
|
[
[
[
[
|
|
[
[
f ! ! ! M| » 0

Cherenkov

b)

FIGURE 7.4 — Ces deux figures montrent la variations du champ électrique
radial, & I'intérieur du cone retardé de Cherenkov en fonction de I’angle 8, pour
une charge électrique animée d’une vitesse de translation uniforme supérieure
a la vitesse de la lumiére dans le vide.

Le théoreme de Gauss implique donc que, sur la surface du cone retardé de Che-
renkov, il existe un champ électrique radial de signe en accord avec le signe de
la charge mais hautement singulier de maniére que la contribution totale au flux
du champ de déplacement D apportée par I'intersection de la sphere et du cone
retardé Cherenkov est infinie mais positive et telle que le théoreme de Gauss est
satisfait. Nous nous limiterons a ces constatations car nous ne disposons pas de
Poutil mathématique qui permet I'étude de ces singularités du champ électro-
magnétique sur le cone retardé de Cherenkov. Une possibilité (laborieuse) s’offre
néanmoins a nous. Il s’agirait de déterminer la forme du champ électromagné-
tique associée & la distribution gaussienne (7.37) de la charge avant de passer &
la limite de la charge électrique ponctuelle en faisant tendre la grandeur a vers 0.
On pourrait ainsi étudier la "naissance” des singularités du cone retardé de Che-
renkov en faisant tendre la grandeur a vers 0. Ensuite, on notera que la charge
électrique rayonne mais 1’évaluation de ce rayonnement nous met a nouveau
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aux prises avec les difficultés inhérentes aux singularités du champ. Enfin il est
facile de constater que, dans ce cas, les potentiels avancés et retardés different.
Pour les potentiels avancés les calculs sont similaires a ceux qui viennent d’étre
effectués. Le champ électromagnétique associé aux potentiels avancés regne a
I'intérieur d’un cone avancé de Cherenkov orienté vers ’avant. Voila pour ce qui
concerne le probleme ”académique” évoqué précédemment.

L’effet Cherenkov en milieu linéaire €, u sera obtenu en remplagant, dans
ce qui précede, g¢ par € et g par p et bien sir la vitesse de la lumiere c sera
remplacée par u = (y/p) ' Dans ces conditions I'angle de Cherenkov est donné
par 'expression

1 ¢
VeR|lvll - nllvl]

ou v désigne la vitesse de la charge et ou

c el
n=—= _—
u Voo

désigne I'indice de réfraction du milieu par rapport au vide. Enfin comme [|v]| <
c on a la valeur maximum de I’angle de Chenrenkov donnée par

sin aCherenkov =

o1
OCherenkov < arcsin E

Finalement, il faut dire que l’effet Cherenkov a lieu dans des milieux dis-
persifs. La constante diélectrique dépend en fait de la fréquence ce qui a pour
conséquence d’’estomper” les singularités du front d’ondes électromagnétiques
sur le cone Cherenkov. Pour 'étude du cas ||v|| = ¢ (c’est-a-dire ||v]| = u) on
prendra garde de ne pas effectuer de passage a la limite a partir des deux cas
étudiés ici qui sont : ||v]| < u et ||v]| > wu.

276



Chapitre 8

Solutions des exercices du
chapitre 8

Exercice 8.1

Soient deux matrices A1 et Ay qui caractérisent deux transformations de Lorentz.

1. Montrer que le produit A; Ay caractérise une transformation de Lorentz.

2. Montrer que la matrice inverse A~! d’une transformation de Lorentz A
caractérise une transformation de Lorentz.

3. Montrer que le composé de deux transformations de Lorentz orthochrones,
de méme que l'inverse d’une telle transformation, sont orthochrones. Eta-
blir les mémes résultats pour les transformations de Lorentz orthochrones
propres.

4. Notons (a, A) une transformation de Poincaré. Montrer que

(a1, A1) o (a2, A2) = (a1 + A1 a2, A Ag)
et
(CI,, A)il = (_Ail a, Ail)

Solution :

1. 11 suffit de montrer que les éléments de la matrice A; A, satisfont & la
condition (8.40). En effet, pour tous A et p,

(A1 A2)"y (A1 A2)”), g = (M1)¥, (A2)7 (A1)", (A2)", G
= (A2)7 (A2)7, | (M) (A7 gw ] = (A2)%x (A2)", gor = 9np
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2. En effet, VA e L,

Au)\ Ayp Guv = 9xp = Guv = (Ail)/\u (Ail)pu 9xp

3. En vertu de la relation (8.45) pour toute transformation de Lorentz
(A=1)*, = A%,. Par conséquent si une transformation de Lorentz est or-
thochrone la transformation inverse de celle-ci ’est également.

Pour montrer que le composé de deux transformations de Lorentz ortho-
chrones est une transformation de Lorentz orthochrone il est équivalent de
montrer que le composé de l'inverse d’une transformation de Lorentz or-
thochrone A; avec une transformation de Lorentz orthochrone As est une
transformation de Lorentz orthochrone. Autrement dit il suffit de montrer
que

_ 4 _
(Al ! A2) 4= (A7 1)4u (A2)"y >0
Compte tenu de (8.45)
_ 4 _ _ ;
(A ! Az) . = (A D4 (M) + (AT (Ao
3

(M) (A = 5 Do)y (Ao

puisque (A71)% = —(A1)?,/c2. Par ailleurs, en vertu des relations (8.40),
1 > 2 1 2
(A1)"y = PEVR Do (i) < B > (A7)
i=1 =1
1 > 2 > 2
(A9)*y = allt > ((A9)fy)" < p > ((A2))
i=1 i=1

Dans ces conditions

3 3
(A2, > [ (00 | X (40 = S ()] >0

Cette derniere expression est positive en vertu de 'inégalité de Schwarz.

Puisque, pour toutes fransformations de Lorentz propres A, Ay et Ay on a

detA™ ' =detA™ =1 et detAjAy =detA; detAy =1
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I'inverse d’une transformation de Lorentz propre est une transformation de
Lorentz propre et le composé de deux transformations de Lorentz propres
est une transformation de Lorentz propre.

4. En vertu de la définition (8.15), pour tout x € R*, on a

((11, Al) o (CLQ, A2) x ((11, Al) (az +A2 .17) = aj +A1 ((12 +A2 QL‘)
=a1+Aas+A1 Ay x = (al + A1 as, Aq A2) x

De ce dernier résultat on déduit immédiatement que

(~A ' a, A Do(a, A)=(-A"ta+Aa, AP A)=(0, )

ce qui acheve la démonstration du point 4.

Exercice 8.2

Montrer qu’il existe une transformation de Lorentz orthochrone propre qui ap-
plique le quadrivecteur ng = (0, 0, 0, 1) sur n’importe quel quadrivecteur n
tel que g, n* n¥ = —c? et n* > 1 et que cette transformation de Lorentz
peut s’écrire comme le produit d’une transformation de Lorentz pure A(vg) qui
applique le quadrivecteur ng sur (0, 0, ¢ 1/(n*)2 — 1, n*) suivie d'une rotation
qui applique le vecteur (0, 0, ¢ /(n*)2 — 1) sur le vecteur n. Quels sont les
degrés de liberté qui restent disponibles dans le choix de la rotation.

Solution :

La forme générale d’une transformation de Lorentz pure A(v) est donnée par
(8.54). Une telle transformation A(vg) applique ng sur (0, 0, ¢ 1/(n4)2 — 1, n?)
si et seulement si

Y(wo) (~v0) = (0. 0, ¢ /T2 1)

autrement dit si et seulement si

()7 1

vo = (0,0,v3) ou vl =—c 1

n

Si A(ng — n) désigne une transformation de Lorentz orthochrone propre
telle que A(ng — n) ng = n alors le produit A(ng — n) A(vg)~! est une
transformation de Lorentz orthochrone propre qui applique le quadrivecteur
(0, 0, ¢ \/(n*)2 —1, n*) sur le quadrivecteur n. C’est par conséquent une ro-
tation R(e; — m) qui applique le vecteur (0, 0, ¢ /(n*)2 — 1) sur le vecteur
n.

A(ng = n) =R(el — n) A(vy)

Cette rotation R(e; — m) est définie & une rotation d’axe &z & droite pres
ou a une rotation d’axe m a gauche pres.
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Exercice 8.3

Soit un quadrivecteur n tel que g, n* n” = —c? et n* > 0. Montrer qu’il existe
une transformation de Lorentz pure, univoquement définie et notée A(n), telle
que A(n) ng =n ol ng = (0,0,0,1).

Montrer ensuite que toute transformation de Lorentz orthochrone propre A
s’écrit de maniere univoque sous la forme A = A(n) R(n,A) o n = A ng et ou
R(n, A) désigne une rotation.

Solution :
Si lon se réfere a la forme générale des transformations de Lorentz pures expri-
mées par les relations (8.40) on constate que la transformation de Lorentz pure

A(v) qui applique le quadrivecteur ng sur le quadrivecteur n doit satisfaire & la
condition

(mo) 1 +7@)(no)y —v 1) = —y(v)v=n
7(0) (n§ ~ =5)

La solution de ces équations est unique. De la seconde il découle que

et

Il
2
=

Il
3

v nt)2 -1
c n
et de la premiere il suit alors que
n n
V= —— = ——
v(v)  nt

Soit A une transformation de Lorentz orthochrone propre. Posons n = A ny.
Par conséquent g,,n" n” = —c% et n* > 0. De plus det A = 1. 1l existe par
conséquent une transformation de Lorentz pure unique A(—n/n4)7 que nous
notons A(n), telle que

A(n)™' A ng = ng et par conséquent A(n)™' A= R(n,A)

ou le symbole R(n, A) désigne une matrice de rotation (agissant sur dans l’es-
pace R* en laissant inchangée la coordonnée z# = t). Finalement, toute matrice
Ae 51 s’écrit de manieére univoque sous la forme

A=A(n) R(n, A)
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Exercice 8.4

Soient A(ni) et A(n2) deux transformations de Lorentz pures appliquant le
quadrivecteur ng = (0,0,0,1) sur les quadrivecteurs n; et ng respectivement.
Montrer que la composition de ces transformations de Lorentz pures est de la
forme A(n2) A(n1) = A(n) R ou n = A(nz) A(ny) ng = A(nz) ny et ou R
désigne une rotation. Dans quels cas est-ce que R est I'identité 7

Solution :

La composition des transformations de Lorentz pures A(ni) et A(ng) est une
transformation de Lorentz orthochrone propre. Dans ces conditions il existe une
transformation de Lorentz pure A(n) qui applique le quadrivecteur ng sur le
quadrivecteur n = A(ng) A(n1) no et il suit du résultat de l'exercice 8.3 qu’il
existe une rotation univoquement définie R(n, A(na) A(ny)) telle que

A(ng) A(nq) = A(n) R(n, A)

La rotation R(n, A) se ramene & l'identité lorsque A(n) = A(n2) A(nq1). La
vitesse v1 associée & la transformation de Lorentz pure A(n;) vaut

n N 1 1 2 4
vy = —— ol vy) = =—/(n)2+c2=n
1 nzlk v(v1) 1- (0122 - (n1) 1

et il suit de la loi de transformation (8.54) que

n-x
A(n)x:(mln+n4w“n+nx4,n4x4+ 5 )
c

ou X =T — an et .’E”n = T

etc., de méme pour A(nq) et A(ng) en remplagant dans expression qui précede
n par nj et ny respectivement.

Pour déterminer les condition dans lesquelles

A(n) = A(ng) A(n1)

donnons-nous un quadrivecteur de la forme z = (x,0) ol & désigne un vecteur
non-nul orthogonal au vecteur n,. Par conséquent

A(ny) =2 dott A(n) z = A(n2) A(ny) 2 =A(ng)

Or
Ty - T
4 2
A(ng) x = ( Tin, + Ny T|n, , 2 )
. B ~ (n2-x) Ny
OU Tip, =L —L|p, € Xp,=—"5
n;
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Similairement
n-x
Aln) z = (wLn—&—n‘l T|n = )

De I’égalité A(n) x = A(ng) x il découle donc que

4 4
Tin+N Tp =Tin, TNy T, e n-x=mny-xz , Vrln

On constate ainsi que

=D xp=Mn3—1) @, ¢ zln-n, , Valn

Par conséquent, de la premiere équation on déduit que si x|, # 0 alors
T|n, 7 0 et par conséquent les vecteurs m et ny sont linéairement dépendants.
En outre, si au contraire x|, = 0 alors x|,, = 0 alors les vecteurs n et ng
sont orthogonaux a tout vecteur orthogonal au vecteur n. Les vecteurs n et ng
sont alors linéairement dépendants du vecteur 7. Il suit en outre de la derniere
équation qui précede que

n—no=An;, ANER

Finalement la conclusion est que les vecteurs n1, no et n sont nécessairement
co-linéaires. Par conséquent 11) 15, = 0 et

ni-n
n=~Amnz)m = ( (n1) 1ny + 713 (M1)ny + 1] M2, M M3+ lcz : )

n;-n
4 4 4 4 172
(n2 Ny +ning, Ny Ng+ 2 )

En conclusion la condition R(n, A) = 1 est satisfaite si et seulement si les
vecteurs ny et no sont linéairement dépendants et si

1 - Ny
4:’/7,4 n4+
172 CQ

n:n§n1+n‘11n2 et n

Exercice 8.5.%

On considere une onde électromagnétique plane de vecteur d’onde k et de pul-
sation w = ¢ ||k||. Quelles sont les transformations de Lorentz A pour lesquelles
A k = k autrement dit pour lesquelles le quadrivecteur k = ( k,k* = ||k||/c =
w/c? ) est laissé inchangé.

Comment la polarisation de 'onde se comporte-t-elle sous 'action de telles

transformations de Lorentz. Discuter le cas de la polarisation circulaire et le cas
de la polarisation linéaire.
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Remarque : Traduit dans le langage usuel le probleme ci-dessus revient a poser
la question : quels sont les changements de référentiel pour lesquels I'orientation
et la couleur d’un faisceau lumineux restent inchangées ?

Solution :
On ne restreint pas la généralité si I'on suppose que k = (0,0, k3, k* = k3 /c) avec

k3 > 0.1l s’agit donc de déterminer les transformations de Lorentz (orthochrones
propres) pour lesquelles

A+ AY KB = 0
A B+ A% K = 0
Ny B+ Ak = F
A P+ AR =k

Considérons d’abord la transformation de Lorentz infinitésimale (L.6|) la plus
générale qui satisfait aux conditions qui précedent, autrement dit qui est telle
que

k=k'=k-00Ak—6vk! et k*=k'=k"—6v-k/
Les transformations de Lorentz infinitésimales qui laissent le quadrivecteur
k inchangé sont donc telles que

SoNk+dvki=0 et dv-k=0

autrement elles sont telles que

) k
unov et u-ov=0 ou wu=-—

00 = da u —
||l

Dans cette expression d« est arbitraire et correspond & l’angle de rotation
d’une rotation infinitésimale dont ’axe est paralléle & la direction fournie par le
vecteur k. Cette rotation joue un role trivial et peut étre écartée de la discussion.

Dans ces conditions, puisque k = || k|| e, il vient
Jv?  dul
bv = (00", 502, 0) et o= (", —2, 0)
c c

Par conséquent, si l'on se réfere & I'annexe [l et plus précisément aux résul-
tats et définitions (L.6) & (I.10), on constate que la transformation de Lorentz
infinitésimale la plus générale qui laisse le quadrivecteur k inchangé s’écrit

s L sl
AL, 60%) = 1+ 2 1y — 25 Ly + 60t Ky + 002 K
C C



ol les symboles G1 et G2 désignent les matrices

0 0 1 —c
v 0 0 0 O
Gl—CKl—LQ— ] 0 0 0
—1/c 0 0 O
et
0 0 0 0
o 0 0 1 —c
Go=cKy+ Ll = 0 -1 0 0
0 -1/c 0 O

Par un calcul direct on peut vérifier que ces dernieéres matrices présentent
les propriétés que voici

0 0 O 0
0 0 0 0
Gl G2 = G2 G1 =0 et (G1)2 = (G2)2 = 00 -1 c
0 0 —1/c 1

De plus, comme il est aisé de la vérifier,

(G1)" = (G2)" =0 ,V nentier >3

Des résultats qui précedent, vu (I.13), on peut immédiatement déduire que
les transformations de Lorentz orthochrones propres qui laissent le quadrivecteur
k inchangé sont de la forme

Alk, ¢, a', a®) = R(¢ &) exp(a’ G1+a® Ga)
= R(¢é&;) exp(a* G1) exp(a® G2) , Va'eta®€R

puisque les matrices Gy et Gy commutent.

Pour la suite nous pouvons donc limiter la discussion a la situation dans
laquelle ¢ = 0 et a? = 0. Examinons la structure des matrices A(k, 0, a!, 0) =
exp (a! Gp). 1l suffit en effet de discuter cette derniére situation pour dispo-
ser de toutes les informations souhaitées. Pour alleger 1’écriture remplagons le
parametre a' par a. Constatons d’abord que

1 0 a —ca
a? 0 10 0
exp(aG1)=ﬂ+aG1+§: _a 0 1-a?/2 ca®/2

—afe 0 —a?/2c 1+a?/2

Or, une transformation de Lorentz orthochrone propre peut s’écrire de ma-
niere univoque sous la forme d’une rotation R(&) suivie d’une transformation
de Lorentz pure A(v). Formellement
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Ak, 0, a, 0) =exp (a G1) = A(v) R(®)

Puisque, pour le quadrivecteur ng = (0, 0, 0, 1), on a

n=(n', n? n® n')=exp(aGi) no=Aw)ng=(-ca, 0, ca®/2, 1+a*/2)

alors la vitesse v prend nécessairement la valeur

c cnt

v n _( a 0 _ a?/2 )
1+a2/2° 7 1+4a?/2

Il n’est pas difficile de constater que la forme explicite de la matrice de
transformation de Lorentz pure A(v) s’écrit

1-ue 0 -2 0 veo0 nE !
0 1 0 0 0 0 0 0
Alv) = +v(v 1
( ) —Uigl 0 1_ UZgS 0 ’Y( ) v:gl 0 vig3 —U3
0 0 0 0 |
ol
vl v? a?/2 1

= 14a?/2

a
———, = ¢t Y(V) = VYV
Wl " aviten Tl avitea O YT e

On constate ensuite que la matrice A(v)~! exprimée en fonction du para-
metre a s’écrit

/2 /4
l+imm 0 —trem ca
_ 0 1 0 0
Aw)™h = A(-v) = o?/4 a'/8 2
771_‘_&2/4 0 1+ 1+a2/4 —C a /2
a/c 0 —a?/2c 1+a%/2

Par conséquent

1-a?/4

1+aZ/4 0 ﬁl?/zx 0

v -1 0 1 0 0
R(®)=A(w)"" exp(a G1) = A(—v) exp(a Gy) = . 1—a?/4

T 1+a?/4 0 1+a2/4 0

0 0 0 1

La matrice R(®) est donc une matrice qui décrit une rotation d’angle 6
autour de 'axe Ox2. Plus précisément

1—a?/4
@/ et sinf = a

D=0 8 \ 0 =
w €y Oou cos 71_’_&2/4 71_’_012/4



Par conséquent

tan (6/2) = g ou encore 6 =2 argtana/2

Pour la suite il convient d’exprimer les grandeurs suivantes en fonction de
I’angle de rotation 6. On a

() = 3 —cosf
" 14 -cosf
v sin 0 1—cosf
Z ) _ i
7(©) c ( 14cosf’ '’ 1—1—6080)

Notons encore que

HZ—” = (cos (0/2), 0, —sin (9/2))

Pour terminer, déterminons le champ d’induction et le champ électrique vu
du référentiel associé a la transformation de Lorentz A(k, 0, a, 0) = expa Gi.
Puisque le vecteur d’onde de I'onde plane est de la forme k& = (0,0,k3 k®/c,
le champ d’induction de cette onde plane est nécessairement de la forme B =
( B, B2, 0 ), en vertu de la condition de transversalité. Ainsi

B = R(6 &5) B = (El cos 6, Bg, - B sin@)

On constate donc que

v 9%

! 9
—~_.B =B" cos(9/2
o (6/2)

et par conséquent (voir la section 8.6)

v / o .
B, = B! cos(6/2) (005(9/2) , 0, —sm(9/2))
- 1+ cosf —sinf
_ pl
=B ( SR )
et
%) < / v/
vw) B, = q(v) (B -By)
_ 3 —cosf ( B 1—cosd B s1n0)
1+ cosf 2 2

Posons E' = R( &) E et k' = R(0 &;) k Puisque pour une onde plane

K AB y y y k'
E'/c= fn;\i,u = (cos@Bz, —B1, fsinﬁBZ) ol M = (sinﬂ, 0, cos@)
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il vient

’U/\El:( o, 1—cost o, 1—cost -, sin 6 él)

(®) 2 1+ cosf "7 14 cosf " % 14 cosd

C

Finalement, selon la loi de transformation (8.56), les composantes du champ
d’induction dans le nouveau référentiel s’écrivent

o /1 o o vAFE
B = ”—l-’}/(v)(BJ_— 2 )
_ (BB, 0)
Quant au champ électrique
/! 9]
kEANB kNB
E'=—¢ A A =F

=—c
%] il

Ces derniers résultats nous montrent que la polarisation de 'onde plane ini-
tiale vue du nouveau référentiel ou, rappelons-le, le vecteur d’onde de I'onde est
resté inchangé, est laissée inchangée.

Exercice 8.6

Vérifier que les équations (8.11) et (8.12) sont bien les expressions des équations
de Maxwell-Hertz homogenes et inhomogenes respectivement.

Solution :

Les équation (8.11) sont non-triviales si et seulement si les indices p, v et p
sont tous différents. Considérons donc les quatre cas suivants. Tout d’abord
uw =1 nu =2 p= 3. Dans ces conditions I'’équation (8.11) correspondante
s’écrit

o1 Fgg(l‘) + 0y F31(l‘) + 03 Flg(l‘) =0

Autrement dit compte tenu des relations (8.4)

Oy BY(x,t) + 8y BX(x,t) + 05 B*(x,t) =0 don div B(z,t) =0

Tout d’abord p = 1, nu = 2, p = 4. Dans ces conditions 1’équation (8.11]
correspondante s’écrit

o1 F24(l‘) + 0o F41($> + O4 F12(.’17) =0

Compte tenu des relations (8.4)

01 Ex(x,t) — 0y Er(x,t) 4 04 B3(w,t) = 0
D3
autrement dit (rotE(z,t) )3 + %f’t) -0
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La démarche est similaire lorsque p =2, v =3, p=4 et lorsque p =3, v =
1, p=4.

Considérons enfin les équations (8.12). Considérons tout d’abord le cas v = 4.
Dans ces conditions I’équation (8.12) correspondante s’écrit

o1 H(x) + 0y H*(z) + 05 H*(z) = —j*(x)

Compte tenu des relations (8.2) et (8.7) cette derniére équation peut donc
aussi s’écrire

—0, DY (x,t) + 0y D*(x,t) + 03 D*(x,t) = —q(x,t)
autrement dit div D(z,t) = q(z,t)

Enchainons par le cas ot ¥ = 1. Dans ce cas
0y H*' () + 05 H*'(z) + 84 H' () = —j' (x)

Autrement dit

—0o Hg(dﬁ,t) + O3 HQ(iL',t) + 04 Dl(a:,t) = —jl(l')
1
dot  (rot H(z,t) )1 - %tac,t) = ji(x,t)

La démarche est similaire lorsque v = 2 et lorsque v = 3.
Exercice 8.7

On considere les grandeurs T (z) , p,v = 1,..., 4 définies par ’expression

H*(x) Fyp()

>~ =

T, (x) = H" () Fyp(z) = 6",

Ces grandeurs sont les composantes d’'un tenseur appelé tenseur énergie-
quantité de mouvement du champ électromagnétique.

1. Déterminer la forme explicite des composantes de ce tenseur pour le champ
électromagnétique dans le vide. Montrer que :
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T (z) = —;E@Jypmmyfﬁ@¢yém¢»:—%m@J)

(Opposé de la densité d’énergie.)

T%(z) = (D(z.t)AB(x,t), = Ti(z,t)

(Densité de la k-itme composante de quantité de mouvement.)

Ti(z) = —(E(z,t)AH(w,t)) = -5 (,t)

(Opposé de la i-eéme composante de la densité de courant d’énergie.)

Th(x) = & uem(®,t) — Di(x,t) Ey(x,t) — Bi(z,t) Hy(z,t) = 7%(z,1)
(i-éme composante de la densité de courant de la k-ieme composante

de quantité de mouvement.)

2. Constater la propriété de la trace du tenseur énergie-quantité de mouve-
ment qui veut que celle-ci soit nulle.

", (x) = T (x) + Tk (2) =0

3. Etablir et interpreter les équations suivantes

8uT”l,($) = - Fu,u(l') Ju(x)

Solution :

Commengons par remarquer a partir des définitions (8.4) et (8.7) compte tenu
des relations (8.46) que

3
L@ By) = 5 3 (M) BH@.0) - D) Byl )
k=1
- %(ﬁ@@.m@w—p@@.m@w)
Ensuite
T(r) = HY() Fyle) - 1 HY(2) Fay(a)
_ HW@EM@—%(ﬁ@ﬁ_m&ﬂ—D@ﬁ_m&ﬂ>
- _D@@.m%w_%(ﬁ@j)B@@_D@JyE@ﬁ)
::ff(ﬁ@J)B@ﬁ+D@J)E@ﬁ>77%M%ﬂ



T'(x) = HY(x) Fip(x) = H®(z) Fiz(x) + H*(2) Fis(2)
(

= D?*a,t) é z,t) + D3(z,t) (— B*(x,t))
= (D(z,t) A B (x, t)), = Ti(z,t) etc, pour k=2, 3
En résumé
TY(x) = (D(z,t)AB(x,t)), =Te(m,t) ,Vk=1,23
Ensuite
Ty(x) = H'(x) Fip(z) = H?(x) Fao(x) + H® () Fiz(2)

= Hy(z,t) (— Eao(z,t)) + (- Ha(z,1)) (- Es(,1))
= —(E(z,t)A ﬁ(m,t))l etc, pour 1 =2, 3

En résumé

T(z) = —(E(a:,t)/\I;I(:c,t))i=—Si(:c7t) ,Vi=1,2,3

Ensuite, si ¢ # k

Thy(x) = H"(x) F2p(33

Enfin, si i=k

T (@) = H#(@) Fipla) — 3 HY(@) Fay(0)

= le(x) Flg(.T) +H13(’JZ) Flg(a?) +H14(£ZZ) F14(SC) — i HAP($) F)\p(l’)
1 o o

= 5 (D@1 B@,t)+ H(a,t) B(a,t)) - H (@) Fig(a) + H"(2) Fu(x)

= Uem(z,t) — (= Ha(z,t)) (- B*(2,t)) + (— D(z,1)) Ei(x,1)
etc,pouri =k=2eti1=k=3

En résumé

T () = 6% tem(x,t) — D', t) Eyp(x,t) — Bi(x,t) Hp(x,t) =77 (1)
La relation 2) est immédiate puisque
Tk (x) = 3 tem (x,t) — H(x,t) - B(x,t) + D(x,t) - E(2,t) = Uern (2, 1)
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Etablissons I’équation 3). Partant de Pexpression de T#, (z) il vient

0.4, (@) = (BH"(@) Foylw) + HY(x) (0,F,p(@) — + 0, (HY(x) Fyy(x))

= @) Fualo) + BV (@) (03Fy(0) - 5 HY(2) (0,F3,(0)

La seconde égalité découle de (8.12) puis du remplacement de I'indice p par
A dans le deuxiéme terme Utilisé (8.12) puis p — A dans second terme. Ensuite
compte tenu de (8.36) dans dernier terme il vient

0.T" () = —j7(x) Foplar) + % HY(2) (0xFup(x) + 0, Fao () + 0y Fyx () )
= —j"(z) Fyp(z)

La premiere égalité résulte de Pantisymétrie (8.6) suivie de I’échange des
indices A et p puis de Pantisymétrie (8.3). La derniére égalité est alors une
conséquence des équations (8.11). L’interprétation de ces équations sont celles
du bilan d’énergie et du bilan de quantité de mouvement du champ électroma-
gnétique. Lorsque v = 4 cette équation est équivalente & I’équation (5.22). En
effet,

9, (x) = —div S(x,t)— %ﬁm’ﬂ

= (@) Fagle) = iz t) - Bla.1)

Lorsque v = 1, 2, 3 ces équations sont équivalentes aux équations (5.26).
En effet,

0,7 (z) = div Ty(x,t) + %
= 7]'/)(3:) ka(x) = 7(]'(:13,75) A .é(:]),t))k - Q(wat) Ek(mat)
= _fk(m7t)

Exercice 8.8

On considere un milieu conducteur, isotrope et homogene, de conductivité o. La
constante diélectrique et la perméabilité magnétique de ce milieu sont celles du
vide. Ce milieu est immobile par rapport a un référentiel privilégié Ry. Quelle
est la formulation de la loi d’Ohm en référence a un autre référentiel d’iner-
tie quelconque R pour lequel le référentiel Ry, ou encore le milieu conducteur,
apparaissent comme animés d’une vitesse de translation uniforme v, bien sur
inférieure a la vitesse de la lumiere ? Quelle est la forme des équations qui gou-
vernent la propagation des ondes électromagnétiques, vues du référentiel R 7

Solution :
ng = (0, 0, 0, 1) attaché au référentiel Ry. Dans ce référentiel
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johm:U E

ce que 'on peut écrire

jghm =0 gMP FPV ’l’Lg et (nO)H -j(l)Lhm =0
Selon (8.24) et compte tenu de (8.39)
Gonm)" = A\ (0 9" Fp 1p)
= oA g [AT, (MY ] Fuy [(ATY)7, A7, ] 0
= o[ A, ] [, B (A7 ] A 0 ]

(
Ensuite, compte tenu de (8.45) et (8.26) il vient

(jt/)hm)u =0 gMT F7/'a' (né)tf

ou l'on a posé

(ng)” = A7, ng

Or, la vitesse du référentiel R relativement au référentiel R est

vt =— =— donc v=—
A44 (n/)4 (n/)4
et la vitesse v(, du référentiel Ry relativement au référentiel R, donc la vitesse
du milieu conducteur relativement au référentiel R, vaut

nl . N4 1 ’ ’U/O

~; autrement dit (n')* = —— et n = e
(n') 1—(vg)?/c 1—(vg)?/c
Ainsi, il suit de l'expression qui précede de (j.,..)" que, compte tenu de

(8.4),

./ o /! =/ /
Johm = ————=—= (vgAB +E")
1= (vg)?/c?
et
/o E/
"= (o) y o
o 1—(vp)?/c2 ¢
Posons

e
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Les équations de Maxwell-Hertz en absence de distribution de charge et de
courant extérieurs s’écrivent

T . . . oD’
div D' =o' 002 ; rotHI:U’(vg/\B/—&—E')—&- BT
c
et
v /
o 0B o
rot E/:_W 5 div B/:()
Les équations d’onde prennent alors les formes que voici
/ / !/ /
, 0 vy - E 1 (OF
OFE = %[grad( =2 )Jr (875’ vo/\rotE>}
et
o/
o N o 0B
OB = —o’ {rot (vé/\B/) o }

Exercice 8.9
Vérifier les lois de transformation (8.55), (8.56), (8.57)et (8.58)

Indications : Il suffit de procéder a cette vérification pour la situation ou, par
exemple, v = (0,0, v).

Solution :

Ensuite utiliser la transfomation de Lorentz pure asociée a v = (0, 0, v)

1 0 0 0
010 0 1
A@)*, = ol () = ————
v 0 0 ~(v —v(v) /T—v2/c?
00 () v/ W)

et le fait que

1. Vu (8.24) pour la quadridensité de courant et compte tenu de (8.2)

j/ 1($/7t/) :jl(wat) ) jl Q(wl>t/> _jZ(w t)
i3t = v)(f’ (z,t) — v q(z, t))
et @ t) = y)(e(z,t) —v P (z,t)/P?)

2. Vu (8.28) et (8.29) pour le champ électrique et le champ d’induction,
compte tenu de (8.4)
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BN t) = ~v)(B'(z,t)+v E*(x,t)/c?)
B 2(x ') () (B*(z,t) — v E'(2,t) /)
B3 t) = B3zt

et

E' 2 t) = y)(EY(z,t)—v B*(z,t
B2 ) = ~@)(E*(z,t)+v B (z,1))
E'3(x' V) = E3x,t)

3. Vu (8.30) pour la quadridensité de force, compte tenu de (8.5)

fll(wlat/):fl(x7t) ’ f/ 2($/,t/)=f2($,t)
o) = ) (P t) —vs(at))
et
s'@ 1) = ) (s(@,t) —v f2(z,1)/c?)

4. Vu (8.26) pour le quadripotentiel, compte tenu de (8.8)

A Y2t = Al(x,t) , A 22 1) = A%(x,t)
A3 ) = () (A (z,t) — v O(z,t)/c?)
et
(2, t) = () (@(z,t) —v A(z,1))

Exercice 8.10%

Etudier I’évolution d’un porteur de charge électrique ) de masse m en présence
d’un champ électromagnétique uniforme et indépendant du temps en négligeant
I'influence du rayonnement émis par le porteur de charge.

Indication : Partir de ’équation relativiste (8.87). Discuter séparément le cas
particulier ou le champ électrique E est orthogonal au champ d’induction B.

Solution :

Lorsque l'influence du rayonnement peut étre négligée 1’évolution de la particule
chargée est régie par ’équation (8.87) qui, rappelons-le, s’écrit

?rv(r) dr¥ (7)
I g =@ Fw g M

Pour résoudre cette équation une méthode appropriée consiste a faire usage,
lorsqu’ils existent, des vecteurs propres "a priori” complexes solutions du systeme
d’équations
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Fo X"=Xguw X" ou X'eC,Vypu (2)

Compte tenu de I'expression (8.4) des composantes du tenseur F),,, en fonc-
tion des composantes du champ électrique et des composantes du champ d’induc-
tion, le déterminant caractéristique du systeme d’équations qui précéde s’écrit,

det {F,, — X gy} = —c® X' + (E* = ¢ Ez) N+ (E- E)Z

Le systeme d’équations (2) posséde au moins une solution non-triviale si et
seulement si le déterminant caractéristique est nul, autrement dit si et seulement
si,

o) .
XN (E*/E-B) XN~ (E-B/e)’ =0 (3)

Cette équation nous amene a distinguer deux situations selon que le produit
scalaire F - B est non-nul ou égal & zéro. La situation la plus générale est, bien
entendu, celle dans laquelle ce produit scalaire est non-nul et c’est elle que nous
discuterons d’abord.

1) Si E - B # 0 I'équation (3) posséde deux solutions réelles non-nulles et
opposées A = ta et deux solutions imaginaires pures non-nulles et opposées
A = £i 8. 1l est aisé de constater que le signe des grandeurs réelles a et 3
peut étre choisi de telle maniére que ces grandeurs satisfont aux conditions qui
suivent :

QQ—BQZEQ/CZ—BZ , af=E-Bjc et a>0 (4)

Ces 4 solutions constituent 4 valeurs propres distinctes et par conséquent
il existe 4 vecteurs propres linéairement indépendants associés a ces dernieres
valeurs propres. Notons X, € C*,¢ =1, 2, 3, 4 ces vecteurs propres et notons
respectivement A, ,£ =1, 2, 3, 4 les valeurs propres qui leur sont associées.
Dans ces conditions la solution générale de ’équation (1) peut s’écrire sous la
forme

4

r(r) =) fu(r) Xt (5)

{=1

ot les symboles f(y)(7) désignent des solutions des équations différentielles

Pfo(r) Q@ \, T

dr2 m O " ar

Il est alors évident que les solutions générales de ces équations s’écrivent
_ Q _
fioy(1) = aq exp o Aoy T ) +bey ,£=1,2 34 (6)
Les symboles a ) et by désignent les constantes d’intégration. Mais, puisque
le champ électromagnétique est uniforme et constant dans le temps, les valeurs

des constantes b(1), bi2) et b3y ne jouent pas de role significatif. Elles seront
dorénavant supposées nulles.
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Pour déterminer la forme explicite des vecteurs propres X oy, £ =1, 2, 3, 4.
commencons par remarquer que le systeme d’équations (2) peut aussi s’écrire

X F
2

XAB+X*E=)XX et =\ X4 (7)

Supposons, pour l'instant, que les vecteurs E et B sont linéairement indé-
pendants. Dans ces conditions on peut écrire

X:uE—l—vB—FwE/\E

Compte tenu de ’équation (3), il découle du systeme d’équations (7) que
X* E-B Xx* X4
U=\ — |, v=—— —— et w=

A2+ B Aoy B 22+ B

On peut par conséquent imposer la valeur de X*. Le choix fait est le suivant

1 E+(E-BYB+)XEAB 1
X=— ( )V2+ et X'=-
c A\ N+ B c

Pour la suite convenons de l'indexation suivante des valeurs propres A atta-
chées au systéeme d’équations (2)

Ap=a , Ag=-a , Agy=if et Ay=-if )

Pour la suite il convient de déterminer la valeur des expressions de la forme
X (“@) Guv X (Ve')' Dans ce but remarquons d’abord qu’il découle du systeme d’équa-
tions (2) que pour tout couple de valeurs propres A, et A, distincts ou non,
on a

()\(g) + A(Z,)) X&) Guv X{oy = X(“m Fu X0+ X(‘;) Fu Xy =0

Par conséquent

X&) Guv X(py =0 desque Ay + Ay #0 (10)
L’expression X&,) G X(l’e,) est donc susceptible d’étre non-nulle des que
Ay + Ay = 0, c’est-a-dire seulement si £ =1 et £/ = 2 ou l'inverse ou si £ = 3
et £/ = 4 ou l'inverse. Comme nous allons le constater, les expressions
Xty 9w Xy = Grz et X(g) guw X(3y =G

sont réelles et respectivement négative et positive. En effet, partant des expres-
sions (8) et compte tenu des relations (4) on a,
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2 ozE—l—ﬂcE
X —X@) = [g 5P ’0}
a’+ B
et
2 BE—acB
X —X@ = [572 3 0}
52— B
Par conséquent
Ho H v v
Gy = Xf)g X(”Q)——<X(1) X(z)) Juv (Xu) X(z))
= 1) 9w = 9
2 raE+pcB 2
- [eEp
a?+ B
et
(Xt~ XLy) a0 (X5~ X13)
_ " v (3) @/ I 7 (3) )
Gaa = Xig) guw Xay =~ 5

2 E—acBy2
_ i{ﬁiavg} -0

c? 32— B

Finalement, apres réduction et compte tenu des relations (4), ces grandeurs
peuvent s’écrire

2 2 2 2
G12:—2%<0 et G34:—2B;Of2>0 (11)
o>+ B p? - B

Revenons maintenant & I’expression (5). Le quadrivecteur r(7) doit étre réel
quel que soit la valeur du temps propre 7. Selon (8) et (9) les quadrivecteurs X 1)
et X (o) sont réels et les quadrivecteurs X é) et X (’2) sont complexes conjugués.
Il est donc nécessaire et suffisant que dans 'expression (5), les fonctions f(;)(7)
et f(2)(7) soient réelles et que les fonctions fis)(7) et f(4)(7) soient complexes
conjugées quel que soit 7. En outre, pour que la condition [8.91] soit satisfaite, il
faut que

dri(r)  dr(r) _ 24: 24: df0)(7) dfie (7)

“w v
dr 9 Tar dr dr X(g) 9w X()
t=10'=1
df 1y (7) df 2y (T df 3y (T) df gy (T
_ o [ ¥ (™) dfxy(7) Cria+ f3)(7) df 4)(7) 034} _ 2
dr dr dr dr

Or, vu la forme des solutions (6), présentement

foy(T) = aqy exp (1/70)) + b ; f) (1) = ag) exp (—7/7(0)) + b(2)
et f(3) (T) = f(4) (7')* = a(3) exp (’L w(0) 7’) + b(g)

ou
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I Qa B
— = et UJ(O) = —
T(0) m m
et o les constantes a1y, a(z) sont réelles. Compte tenu de ce qui précede la
condition (12) prend alors la forme suivante

drt(7) dr”(7) a) 9
ar I T T 21" W Ghat w(zo) |a(3)|2 G34}
2 2 2 2 2
:4(Q)[anwgg:@?ﬂmﬁﬂaﬂi%}:_g
m a’+ B p?— B

Autrement dit, pour que la condition (8.91) soit satisfaite il faut et il suffit
que

2 32 2 9
2:£;£{ o @z)gjgﬁ 0 19
laca)] Folwee et lag) eyl (12)
Puisque 3% < EQ cette condition nécessite donc que
me \2 a®+ Ez
a(1) agz) < —(2 0 a) o2 1 <0 (13)
Groupons maintenant les résultats acquis. Puisque X = 1/c, i =1, ..., 4,
il vient
oAy %) a(2) |as|
t(r) =r*(r) = —~ exp (7/710) + —~ exp (—7/70) + 2 e cos (w(o)T + 0)
Dans cette expression le symbole § désigne I'argument du nombre complexe
as. Enfin pour que dé(7)/dr > 1 quel que soit le temps propre 7 il faut et il
suffit que a®' > 0. Pour la position spatiale & I'instant 7, il vient
(1) = a@) Xay exp(7/70) +a@) X2 exp(—7/70)
+ Jas] ( X (3) exp (i(woT +9)) + Xf3) exp (—i(wy 7 +6)) ) (15)
Posons
mc a2+ B AT a(1)
Ay = +/—a(1) Qro)y > et exp(—)z - 16
O = V= e 2 55\ T g - . (16)
Ainsi
E B A E B A
(1) = 2a ( 04/074—& cosh(T+ T) + ( /c)/EQ sinh<T+ T))
o2+ B 7(0) a2+ B 7(0)
E/c—a B E/c)\B
+ 2 as] ( *3/07;); sin (wor + &) — (/Ci)d cos (woT + 6) )
5B 5 - B
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Le mouvement se compose donc d'un mouvement elliptique dans le plan en-
gendré par les vecteurs § E/c—« Bet EAB auquel se superpose un mouvement
hyperbolique dans le plan engendré par les vecteurs o E/c + 3 B et E A B.
Pour ce qui concerne l'instant par rapport au référentiel d’inertie on a

t(r) = r4(7) =2 ? sinh ((7 + A7) /7)) + 2 ‘a—;l cos (w()yT +6) (18)

On notera enfin que par un choix approprié de 'origine du temps propre 7
on pourra annuler 'une ou 'autre des grandeurs d ou AT.

La situation que nous avions écartée initialement, a savoir la situation dans
laquelle les vecteurs E et B sont linéairement dépendants peut étre traitée par
un passage a la limite des résultats qui précedent.

2) Abordons maintenant la discussion de la situation particuliere dans la-
quelle E - B = 0 Supposons, pour l'instant, que ni le champ F et ni le champ

o P
B s’annule et qu'en outre E* —¢2 B~ # 0.

Sous ces conditions 1’équation (3) fournit une solution A = 0 doublement
dégénérée et deux solutions non-nulles opposées, réelles ou imaginaires pures
selon que || E|| > ¢ ||B|| ou que | E|| < ¢ || B]| respectivement.

Considérons le premier cas ot ||E|| > ¢ ||B|| > 0. Les solutions non-nulles
de l’équation (3) s’écrivent

)\(1)204 et )\(2)2—05 ou a:\/E2/02—§2>0 (19)

Vu les hypotheses qui précedent, les vecteurs E et B sont linéairement in-
dépendants. On peut ainsi déterminer les quadrivecteurs propres X(q) et X(g)
par une démarche identique a celle qui fut adoptée dans le cas général traité
précédemment. L’expression (8) reste donc valable et nous pouvons écrire

x :aE/c—|—(E/c)/\B:aE/c+(E/c)/\B o xi 1
1) 5 | 132 (E/c)? 0~ ¢
o+ B
et (20)
—a E/c+(E/c)ANB  —a E/c+ (E/c)\B
Xy OBl BIONE _ o Bler BONE gy

2t B (EB/c)?

Pour déterminer le (ou les) vecteur(s) propre(s) associé(s) a la valeur propre
A =0 il convient de partir des équations (7) qui maintenant prennent la forme

XAB+X*E=0 et - X-E=0

Puisque les vecteurs E et B sont non-nuls et orthogonaux on peut écrire
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X=uE+vB+wEAB
et il découle directement du systeme d’équations qui précede que

X4

u=0 , v : estarbitraire et w=—

&

Le sous-espace propre associé a la valeur propre A\ = 0 est de dimension
2. De plus, comme précédemment, on peut imposer la valeur de X*. Pour les
quadrivecteurs propres X (3y et X 4 les choix faits sont les suivants

x :zaB—l—(E/c)/\B ot x4 L
3) -2 (3)
B
(21)
X4:—zaB+(E/c)/\B ot x4 1
(4) 3 (4)

Ces vecteurs X(3y et X(4) vérifient, en outre les relations

Xlay Guv X(5) = Xy g Xy =0 et Xg) = X (22)

Les seules expressions de la forme X(”g) v X(”é,) susceptibles d’étre non-
nulles sont finalement celles pour lesquelles £ = 1 et ¢/ = 2 ou I'inverse et celles
pour lesquelles £ = 3 et £/ = 4 ou 'inverse. Comme on le constate aisément par
un calcul direct & partir des expressions (20) et (21) on a

2
, —a? (E/e)?*+ (E/c)* B % a?
G12 = Xﬁ) Guv X(2) = -2 2 —1=-2 T2
(Oé2+B ) E
(23)
o2
v (E/c)* - B a?
Gon = Xy o Xl =2 =2

Mais présentement, vu les équations qui gouvernent 1’évolution des grandeurs
Joy(7) nous pouvons écrire

fay(T) = aqy exp (7/70)) , fi2)(T) = agy exp (—7/7))
(24)
et fio)(r) =Ffp(T)" = ag %
ou
1 Q «
- _x = 2
7(0) m (25)
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Les grandeurs a1y, a(2) et a(z) sont des constantes d’intégration. On relevera
encore que le quadrivecteur r(7) étant a chaque instant réel il faut que les
constantes a(y), a2y soient réelles. Compte tenu de ce qui précede la condition
(8.91) prend la forme suivante

dT“(T) dr? (T) a(l) a(2) |a(3)|
v =2 [ -2 Gt O Gy |
dr gl dr (70)2 12+ (T0)2 34
— 4 (Q 052>2 [ c? a,(l)za(g) n |a(3)2|2 } _
m FE B
et par conséquent cette condition impose que
2 ¢ B2 me\2 FE
la) " = ——%2~ [ 2w + (3 0 ) 5| =0 (26)

Il faut donc que le produit des coefficients a(;) et a(z) vérifie I'inégalité

2 2 E2
m_c <0 (27)

UMD S LT B ar S

En assemblant les résultats obtenus il vient

t(r) =ri(r) = % exp (7/7(0)) + % exp (—7/7(0)) + 2 \?\ cos %
puisque X} = 1/c, i = 1, ..., 4. Dans cette expression le symbole § désigne

Pargument du nombre complexe as. Finalement pour que dt(7)/dr > 1 quel

que soit le temps propre 7 il faut et il suffit que a1y > 0. Pour la position dans
I’espace, il vient

r(1) = a@) Xy exp(7/70)) +a@) Xe) exp(—7/7q0))
T
+ az X (3) + a5 X7 ) —
( 3 42 (3) 3 4+ (3) (0)
Posons
mc E? AT a(1)
Ao) = /A1) A(2) 2 20 «a 2 a2 et exp ( ) ) a _&(2) (28)
Ainsi
acFE T+ AT ¢cEANB T+ AT
r(r) = 2a sinh + cosh
( ) ©) ( E2 ( T(0) ) E2 ( 7(0) ) )
—a sind B +cosd (E/c)ANB 1
2 ol ( O BIONE T (g
B 7(0)
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Le mouvement est se compose donc de la superposition d’un mouvement
hyperbolique dans le plan engendré par les vecteurs E et E A B et d’un mou-
vement rectiligne dans le plan engendré par les vecteurs B et E A B. Pour ce
qui concerne le temps par rapport au référentiel d’inertie on a

t(r) =rt(r) =2 ORI (L + AT) +2 las| cosd —— (30)
c

7(0) ¢ T(0)

On notera enfin qu'un choix approprié de l'origine du temps propre 7 on
permet d’annuler I'une ou 'autre des grandeurs § ou Ar.

Considérons maintenant & I’étude du deuxiéme cas ou | E|| < ¢ ||B]|. L’équa-
tion (3) présente a nouveau une solution A = 0 doublement dégénérée et deux
solutions imaginaires pures non-nulles de valeurs opposées qui s’écrivent

Mgy =iB et Apy=-iB on B=1/B —E*/c (31)

Pour déterminer le (ou les) vecteur(s) propre(s) associé(s) & la valeur propre
A = 0 partons & nouveau des équations (7) qui maintenant sont de la forme

XAB+X*E=0 e¢¢ —-X-E=0

Puisque les vecteurs E et B sont non-nuls et orthogonaux on peut écrire

X=uE+vB+wEAB
et il découle directement du systeme d’équations qui précede que

X4

u=0 , v : arbitraire et w=—_

e

Le sous-espace propre associé a la valeur propre A = 0 est de dimension
2. De plus, comme précédemment, on peut imposer la valeur de X*. Pour les
quadrivecteurs propres X (1) et X () les choix faits sont les suivants

B+ (E/c)\NB 1
Xlzﬂ (U2/) et Xy = -
B C
(32)
— B—i—Ec/\E 1
Xo = 2 52/) et X(42):*
B C

Ces vecteurs X (1) et X(5) sont ainsi réels et linéairement indépendants. Ces
vecteurs X (1) et X(9) vérifient, en outre les relations
X
On peut déterminer les quadrivecteurs propres X3 et X(4) par une démarche
identique a celle qui fut adoptée dans le cas général traité précédemment. L’ex-
pression (8) reste donc valable et nous pouvons écrire

gl“’ Xéjl) = Xé) gl“’ X(VQ) =0 (33)
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et (34)

—icBE+E N (¢/B)
(E®

Ces vecteur X3 et X (4) sont donc complexes conjugués.

1
X(4) = et XEL4) = E

Les seules expressions de la forme X(‘Z) Juv X(Ve,) susceptibles d’étre non-
nulles sont finalement celles pour lesquelles £ = 1 et £/ = 2 ou 'inverse et celles
pour lesquelles £ = 3 et £/ = 4 ou 'inverse. Comme on le constate aisément
par un calcul direct & partir des expressions (32) et (34) on parvient aux deux
expressions qui suivent,

o 2 w2
, _—B*B +(E/c)*B B
G = Ay o= g T g
(35)
o 2
Y 2(E/c)*+(E/c)* B ? B2
Cas =Xé)gqu<4>=ﬁ(/) (2/) L1920
(E?/c?) E

Par ailleurs les solutions des équations d’évolution (5) prennent la forme

fo(r)=apywey ™, fo)(T)=a@) wo) T
et  fi3)(7) = fuy(1)" = a@) exp (i we) ) (36)
ou
W) = % (37)

On relévera encore que le quadrivecteur r(7) étant réel & chaque instant il
faut que les constantes a(y), a(z) soient réelles. Compte tenu de ce qui précede
la condition (8.91) prend la forme

dri(r) =~ drt(r) _, [t g las)|*

Guv G
dr " dr w@)? T (w2 M
Q B%\2 [ —aq) ag 2
=1 (50) [Tt el g | =
B
et par conséquent
9 E? me N2 B
o™=~ Law 0o~ (5755 Qﬁ) ﬁ} 20 (38)
C

La condition (8.91) ne peut donc étre satisfaite que si

303



o 2
m? ¢ B
agy a2) 2 W ? >0 (39)

En groupant les résultats obtenus il vient

IO RCTCI

|as]
C C

t(r) = 7"4(7') 0) T+2 —— cos(wey 7 +0) (40)

Dans cette expression le symbole § désigne I'argument du nombre complexe
az. Pour que dt(7)/dr > 1 quel que soit le temps propre 7 il faut et il suffit que
(a1 + az) > 0. Ensuite, pour la position dans ’espace, il vient

r(r) = (aw Xo)+ae) X)) wo 7
+az Xz exp (i (wo) 7)) + a5 Xz exp(—i (W) 7))

Ainsi

BB (E/c)AB
— +(aq) Tap) ——5— ) wo) T
5 (1) T4 5 ) (0

r(r) = (a0 - a@)
+ 2 |a3| ( _CE"%(‘E sjn(w(o) T+5)—|— (E)g& COS(UJ(Q) 7'+(5) )

Le mouvement se compose donc d’'un mouvement rectiligne dans le plan
engendré par les vecteurs Bet EAB au quel s’ajoute un mouvement elliptique
dans le plan engendré par les vecteurs E et E A B.

On notera enfin que par un choix approprié de 'origine du temps propre 7
on pourra annuler le déphasage §.

3) Discutons finalement la situation trés particuliere dans laquelle E - B=0
et |[E|| = ¢ ||B|. Dans cette situation la seule valeur propre est A = 0. Par
conséquent la matrice d’éléments

Fi =gl F,,

est nécessairement nilpotente. En fait il est facile de vérifier que

(F3)“U =FYFF°, =0 Vpetv (42)

Pour résoudre le probléeme posé exprimons la solution des ’équations d’évo-
lution (1) sous la forme d’un développement de Taylor,

e n
.
r(1) =710+ E Un —
n!
n=1
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dont les coefficients rg et v, , n =1, 2, ... sont des quadrivecteurs & déterminer.
L’introduction de ce développement dans I’équation (1) suivi de Iidentification
des termes de méme puissance en 7 conduit aux relations suivantes

’U’rli-i-2 = Q FMV UZ+1 n= 07 17 (43)
m

Le quadrivecteur rg peut étre assimilé au quadrivecteur 0 sans perte de

généralité puisque le champ électromagnétique est homogene. Or, il suit de la
relation de récurrence qui précede que

vh = <Q>n_1 (FP=He oY n=1,2, ...
n m v
Il suit donc de (42) que les quadrivecteurs v,, sont nuls dés que n > 4. Par

conséquent la solution des équations d’évolution recherchée s’écrit

72 -3
() = rfy+ol T+ 0k o7 + vk e
Q Q2
— © 10 X I ha 2\p v
N r0+(5”T+m 2!F”+(m) 3! (F)”>vl (44)

Pour que la condition (8.91) ainsi que la condition dr(7)/dr = dt(r)/dr > 1
soient satisfaites il suffit qu’elles le soient a I'instant 7 = 0. Par conséquent elles
sont satisfaites des que

(v1)? = —c* autrement dit dés que v} = /1 + v3/c? (45)

Au sujet de la forme explicite des termes qui figurent dans ’expression (44)
on notera que

F* oY = (v/\B+v4E, v-E/cz)

et que

(F2)k, v = ((vAE+v4 E)AB+ (v-E) E/?, (vAB+* E)-E/CQ>

On constate alors que le mouvement de la particule chargée est un mouve-
ment de translation selon la direction v; auquel se superpose un mouvement
dans le plan orthogonal au champ d’induction B.
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